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KATA PENGANTAR

M aha Besar Allah SWT yang telah berkenan memberikan kekuatan pada penyusun,
sehingga mampu menyelesaikan buku ini. Ya, Allah, ampunilah dosa-dosa kami, la-
pangkanlah dada kami, sehatkanlah kami, dan berilah kami kekuatan sehingga kami
mampu memperlihatkan kekuatan dan keindahan Al-Islam yang telah Engkau tu-
runkan sejak Nabi Adam AS sampai Nabi Akhir Jaman, Muhammad SAW.

B uku ini disusun berdasarkan pengalaman mengajar di STT Telkom yang dimulai
dari tahun 1993. Berisikan teori, contoh soal yang dikerjakan secara detil sehingga
pembaca dapat memahami dengan lebih mudah, dan soal-soal yang dapat diker-
jakan secara mandiri dan mempunyai rentang kesulitan yang cukup lebar, selain itu
diberikan pula beberapa contoh penggunaan konsep dari Aljabar Linier Elementer
ini. Harapan penyusun dengan adanya contoh-contoh sederhana penggunaan akan
membuat buku ini terasa lebih "membumi”.

D idasarkan atas buku yang menjadi pegangan matakuliah ini, yaitu: Aljabar
Linier Elementer oleh Howard Anton, dan juga dengan judul yang sama oleh Wono
Setiabudi. Selain itu, untuk memperkaya ”kehijauan” buku ini, telah penyusun
masukan pula beberapa bahan dari buku bacaan yang lain. Prasyarat membaca
tulisan ini, antara lain: pemahaman yang cukup baik tentang sifat-sifat bilangan
riill, mempunyai dasar matrik, polinom dan vektor.

B uku ini dapat digunakan sebagai buku pegangan matakuliah Aljabar Linier Ele-
menter yang terdapat pada jurusan-jurusan matematika/ statistika maupun jurusan
teknik, dan sosial yang menggunakan pendekatan kesisteman.

D iSTT Telkom buku ini, dapat digunakan untuk mendukung pengajaran mataku-
liah: Aljabar Linier pada program S1 Jurusan Teknik Informatika dan Teknik Indus-
tri serta D3 Teknik Informatika, Aljabar Linier dan Kalkulus Vektor pada program
S1 Teknik Informatika, Matematika Teknik pada program S1 Teknik Elektro, dan
Matematika Lanjut pada program D3 Teknik Elektro.

S usunan penulisan, sebagai berikut:
1. Matrik, meliputi Definisi, Jenis Matrik, Operasi Matrik, dan Sifat-sifatnya.

2. Vektor di R? dan R3, meliputi Operasi Vektor dan Sifat-sifatnya, Hasil Kali
Titik, Hasil Kali Silang di R3, dan Persamaan Garis dan Bidang di R3.

3. Eliminasi Gauss yang digunakan untuk menyelesaikan Sistem Persamaan Lin-
ier umum, Sistem Persamaan Linier homogen
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. Invers matrik dengan menggunakan matrik elementer, Pencarian solusi Sis-

tem Persamaan Linier dengan matrik invers, Hasil lebih lanjut matrik invers
terhadap Sistem Persamaan Linier

Determinan, meliputi determinan dengan ekspansi kofaktor, Sifat-sifat deter-
minan terhadap Operasi Baris Elementer, Matrik Adjoin, Matrik Invers den-
gan Matrik Adjoin, Aturan Cramer

Ruang Vektor, meliputi Ruang n FEuclides, Definisi Ruang Vektor, Sub Ruang,
Bebas Linier, Membangun, Basis, dan Dimensi

Ruang Hasil Kali Dalam, meliputi Definisi, Panjang dan Sudut di Ruang Hasil
Kali Dalam, Ortonormalisasi Basis

Nilai dan Vektor Eigen, meliputi Persamaan Karakteristik, Diagonalisasi, dan
Diagonalisasi secara Ortogonal

. Transformasi Linier, meliputi Definisi, Kernel, Rank, Koordinat sebagai ben-

tuk Transformasi dari Ruang vektor sebarang ke R", Matrik Transformasi

A tas terselesaikannya tulisan ini, kami ucapkan dan do’a kan kepada:

1.

Dini Handayani, istriku yang tercinta, yang selalu setia mendampingi diriku,
baik dalam suka maupun duka, baik dalam keadaan sehat maupun sakit. Se-
moga kita disatukan Allah SWT kelak, menjadi pasangan yang abadi di dunia
dan di dalam Jannah yang mengalir sungai-sungai dibawahnya. Amiin.

Fathiyyah Nur Azizah, Nashir Idzharul Huda, Ahshonat Izzatul Haq, Ilmi Di-
ena Aliya, dan Ayyida Aini Rahmah, atas pengertiannya untuk tidak meng-
ganggu Bapak. Semoga kalian mampu menemukan kebenaran yang sejati dan
terus menjalaninya, walaupun berat ataupun ringan menjalani kebenaran itu.
Teruslah berusaha dan berupaya. Walaupun seluruh isi dunia mencemoohmu,
mencercamu, dan melawanmu. Jangan takut, karena Allah pasti menolong
pencari kebenaran yang sejati. Tetap tegar, dan kuat. Amiin.

. Teman-teman yang karena banyak hal tak mampu saya sebutkan di dalam

forum ini, semoga Allah Yang Maha Kuasa, menolong kita dengan kekuasaan
yang menolong menyelamatkan setiap diri kita untuk selamat dunia akhirat.
Amiin.

. Teman-teman di PPDU STT Telkom yang kadang penuh sindiran, penuh ce-

mooh, penuh haru dan pilu, penuh intrik dan penuh tipu. Tak kan lari gunung
dikejar. Maju terus pantang mundur.

. Teman-teman di STT Telkom dari semua unit yang terus mendampingi dan

terus bersama: Maju bersama. Semoga STT Telkom dapat menjadi tempat
untuk menemukan kebenaran yang sejati. Amiin.
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S emoga amal bakti beliau-beliau ini dapat diterima di sisi Allah SW'T, sehingga
menjadi syafa’at untuk mendapatkan kebenaran yang sejati, kebenaran yang men-
gantarkan setiap diri mampu mempertanggung jawabkan setiap perbuatannya di-
hadapan Sang Khaliq kelak di alam yang berbeda, yaitu Akhirat.

T ak ada gading yang tak retak, tak ada persoalan yang tak dapat diselesaikan,
apakah oleh kita sendiri atau oleh orang lain, karena itu yang diperlukan adalah
ketekunan dan kedisiplinan yang tinggi yang dituntut oleh diri kita masing-masing,
sehingga kesuksesan dapat kita raih. Karena itu saran serta kritik yang memban-
gun demi tercapainya Indonesia yang maju, yang berkeadilan, dapat tercapai dengan
segera, sangat saya harapkan.Terima kasih ....

Bandung, Agustus 2002

Mahmud ’'Imrona
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MATRIK

A. Definisi Matrik

Definisi: Matrik adalah susunan bilangan atau fungsi yang diletakkan atas baris dan
kolom serta diapit oleh dua kurung siku.

Bilangan atau fungsi tersebut disebut entri atau elemen matrik.

Lambang matrik dilambangkan dengan huruf besar, sedangkan entri (elemen)
dilambangkan dengan huruf kecil.

Contoh:
J2 -2 023451 4 0 ] B:[x2+1 —2lnx:|

A: 3x+1
T % 1032 80 -13 .

sin x e

Pada contoh matrik A elemen matrik berupa bilangan riil, sedangkan matrik B
mempunyai elemen berupa fungsi satu peubah x.

Dalam matrik dikenal ukuran matrik yang disebut ordo, yaitu: banyak baris x banyak
kolom (tanda x bukan menyatakan perkalian, tetapi hanya sebagai tanda pemisah).

Contoh:

a, 4, a; day ) .
A= matrik A berordo 2x3, dengan entri a;;, a;,, a3, ajs, az;y, azo,
azs, dan ayy.

Secara umum sebuah matrik dapat ditulis:
ay, ap, A q
ay ap A a

A= atau
M M M

a,, a,, AN a

ml mn

penulisan yang lebih singkat : 4 = |a, | dengan i=1, 2, ..., n danj=1, 2, ..., m.

i
Indek pertama (i) menyatakan baris ke-i dan indeks kedua (j) menyatakan kolom ke-j.

Dua matrik disebut sama, jika ordonya sama dan entri yang seletak bernilai sama,
matrik A dan B sama ditulis A=B.

Contoh:
Jika matrik 4 seperti bentuk umum di atas dan B = lbi/.J dengan i=1, 2, ..., n dan j=1, 2,
..., m, dan 4=B, maka berlaku a;=b;;
. 2a 3 -2 3c . .
Jika A= dan B= , dan A=B, hanya dipenuhi oleha=-1,b=1,
1 4b c 3+b
danc=1.
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B. Jenis Matrik

Terdapat beberapa jenis matrik yang penting diantaranya:

1. Matrik Bujursangkar, yaitu matrik yang banyak baris=banyak kolom. Dalam matrik
bujursangkar dikenal diagonal utama, yaitu entri-entri yang mempunyai nomor baris
= nomor kolom.

Diagonal utama

pada matrik di atas mempunyai ordo 3, dan ditulis Az, sedangkan entri yang terletak
pada diagonal utama adalah: a;;, a,, dan a;;.

2. Matrik Segitiga Atas, yaitu matrik bujursangkar yang semua entri di bawah diagonal
utama bernilai nol

Contoh:
0 2 -1 8
-5 % 3
% 0 0 3 6
A=l 0 0 -1[,B=
0 0 4 9
0O 0 2
0 0 0 1

3. Matrik Segitiga Bawah, yaitu matrik bujursangkar yang semua entri di atas diagonal
utama bernilai nol.

Contoh:

O 0 0 O
0 0O

0 4 0 O
A=|5 7 0]|,B=

3 2 -6 0
0 0 2

0 -7 % 1

4. Matrik Diagonal, yaitu matrik bujursangkar yang semua entri di luar diagonal utama
bernilai nol.

Contoh:
% 0 0 0
0 0O %
0 4 0 O
A=[0 7 Of,B=
0 0 -6 0
0o 0 7
O 0 0 O
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5. Matrik Satuan, yaitu matrik diagonal yang entri pada diagonal utama bernilai satu,
lambang: I, n menyatakan ordo matrik satuan.

Contoh:
1 00 0
100
1101—01014—0100
“lo 1|7 "*1o o1 0
00 1
000 1

6. Matrik skalar, yaitu matrik diagonal yang semua entri pada diagonal utama bernilai
sama, asalkan tidak nol, atau c#0 .

Contoh:
300

A=[0 3 O
0 0 3

Efek dari perkalian sebarang matrik dengan matrik skalar adalah seperti mengalikan
matrik sebarang tersebut dengan skalar c.

7. Matrik Nol, yaitu matrik yang semua entrinya nol. Dengan lambang: O jika ordo
dipentingkan ditulis O35 untuk menyatakan matrik nol dengan ordo 3x5.

Contoh:
[0 0 0]
0 0 0
O—OOO Oxx=|0 0 O
2300()’53
0 0 0
0 0 0

8. Matrik Invers, matrik bujursangkar A disebut mempunyai invers, jika terdapat
matrik B, sehingga memenuhi BA=AB=I, lambang: invers matrik B biasanya
dinyatakan oleh A™'. Untuk matrik berordo 2x2, telah diberikan rumus pencariannya,
yaitu:

a ¢ -1 1 d —C
A= ,maka A~ =
b d ad —bc|-b a

Untuk ordo yang lain, yaitu 3x3 dst, metode pencarian invers matrik akan
dibicarakan pada bab selanjutnya.

9. Sebuah matrik bujur sangkar disebut Simetri, jika A = A”.
Contoh:
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0 7 % -1
301 -2 s
75 0 2
o I R P S P
-2 4 ’
-1 2 12 36

Dari contoh di atas, terlihat bahwa entri-entri pada diagonal utama sebagai sumbu
pencerminan, sedangkan entri pada baris ke-i kolom ke-j akan dicerminkan sehingga
sama dengan entri pada kolom ke-i baris ke-j.

10. Sebuah matrik bujur sangkar disebut Skew-Simetri, jika A’ = -A.
Contoh:
Tentukan a, b, ¢, sehingga matrik A menjadi matrik skew-simetri, jika

010
A=|la 0 2].

b ¢ 0
Jawab:

0 a b 0 -1 0
A'=[1 0 cl=|-a 0 -=-2|=-A
02 0|l |[-p —=¢c o0

Sehingga didapat persamaan-persamaan: a=-1,b=0,c=-2, 1=-a,0=-b, 2 = -c,
berarti: a=-1,b =0, dan ¢ = -2.

o 1 0
Jadi, matrik A=|-1 0 2
0 -2 0

C. Operasi Matrik

1. Penjumlahan matrik

Misalkan A4 = lal.jJ, B= lbl.jJ dengan i=1, 2, ..., ndanj=1, 2, ..., m
Jumlah matrik 4 dan B dinyatakan oleh C = 4 + B, yang memenubhi:
Syarat: ordo 4 = ordo B

Aturan: c;=a;+b; {entri yang seletak dijumlahkan}

Contoh:

-4 2 =5 3 -2 4] 4 -3
a=| B=|?” ,C=
7 4% 10 3 1 -7 2 2

Hitung: A+B dan B+C )

Jawab:
A+B— - 2 =5 . 3 =2 4 _ -+3Y 2+(=2) -5+4 _
7 4% 10 | 3 I— 7+3 4% +1 10+(=7)

30 -1
10 5% 3

B+C = tidak terdefinisi, karena ordo B tidak sama dengan ordo C.
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2. Perkalian dengan Skalar
Misalkan 4 = lal.jJ dengan i=1, 2, ..., ndanj=1,2, ..., m

Perkalian matrik 4 dengan skalar & dinyatakan oleh C=kA4, yang memenuhi:
Syarat: tidak ada
Aturan: ¢;=k a;; {setiap entri pada matrik 4 dikalikan dengan skalar &}

Contoh:
J3% -2 AL[E0 % e (94 ][4 8 16
131 =7 | =3 (=1 (=A.E=D| |-12 -4 28

Dengan definisi ini, didapat negatif matrik adalah: -A = (-1)A, yang berakibat pula
operasi pengurangan dapat ditentukan, yaitu: A — B = A + (-B)

Contoh:

-} 2 =5 3 -2 4
A= % , B= %

7 4% 10 3 1 -7
Hitung A — B.
Jawab:

A-B=A+(-B)=A+(-1)B=

- 2 —5+—3% 2 —4_—4 4 -9
7 4% 10 -3 -1 7 4 3% 17
3. Perkalian dua Matrik

JikaAd = [ai/.J dengan i=1, 2, ..., ndanj=1, 2, ..., m dan B = lbij dengan k=1, 2, ..., p

perkalian matrik A dan B yang dinyatakan oleh, C=4B memenubhi:
Syarat: banyak kolom 4 = banyak baris B

Aturan: ¢, = 2 a;b, {jumlah dari semua perkalian antara elemen A pada baris
j=1

ke-i dengan elemen B pada kolom ke-4}
Dengan aturan ini, dikaitkan dengan vektor kolom dan vektor baris, jika a; vektor baris
ke-i dari matrik A dan b, vektor kolom ke-k£ dari matrik B, maka elemen-elemen matrik
C adalah: c¢;; = a;b;

Contoh:
0 3 2
-3 1 4
A= ,B=| 1 4 1
2 -1 -5
-2 -6 7
Hitung:

a. entri AB pada baris ke-1 kolom ke-2,
b. entri AB pada baris ke-2 kolom ke-3,

c. entri AB pada baris ke-1 kolom ke-3
d. entri AB pada baris ke-2 kolom ke-1
e. AB
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Jawab:
3]
a. entri AB pada baris ke-1 kolom ke-2 = [— 31 4] 4 |=9+4-24=-29
-6
5
b. entri AB pada baris ke-2 kolom ke-3 = [2 -1 - 5] 1({=4-1-35=-32
7_
2
c. entri AB pada baris ke-1 kolom ke-3 = [— 31 4] l|=-6+1+28=23
7
0
d. entri AB pada baris ke-2 kolom ke-1 = [2 -1 - 5] 1 [=F0-1+10=9
-2
[—3 1 4] 032 [—7 -29 23]
e. AB= 1 4 1|=
2 -1 -5 9 32 -32
-2 -6 7

4. Transpos matrik
Misalkan A4 = [al.jJ dengan i=1, 2, ..., n dan j=1, 2, ..., m.

Transpos matrik A, yang dinyatakan oleh B=A", didefinisikan sebagai:
Syarat: tidak ada

Aturan: bj=aj; {kolom matrik A menjadi baris matrik A"}
Contoh:
-2 7
Tentukan A", jikaA=| 3 -3].
5 4
Jawab:

AT | 2 3 5
7 -3 4
5. Trase matrik

Misalkan 4 = |a, | dengan i=1,2, ..., n danj=1,2, ..., n.

Trase dari matrik A yang dinyatakan oleh trase(A), didefinisikan sebagai:
Syarat: matrik bujursangkar
Aturan: trase(4)=a;; + ax + ...+ an {penjumlahan semua entri diagonal utama}
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Contoh:
2 0 3
A=| 3 =2 5]|.Hitung trase(A).
-4 1 1
Jawab:

Trase(A)=2-2+1=1

Contoh Tambahan:

Y0 0 -2 1
1 2 4 % =5 2 0
A= ,B=[0 =2|,C= ,D=|-1 3 4|, E=
-3 0 -3 0 1 0 -3
-1 3 o0 1
a. A+ B tidak terdefinisi karena ordo 4 dan ordo B tidak sama
b. AB tidak terdefinisi karena banyak kolom A tidak sama dengan banyak baris B
142 240 3 2
c. A+E= =
-3+0 0+(-3) -3 -3
4 AC~— 1.4+2.(-3) 1.4+2.0 L(=5+21 | |-2 % -3
' (=3)440.(=3) (=3).%+0.0 (=3).(=5)+0.1| [-12 -1 15
2 ¥ % 0 -6 3 2 -6 %
e. BC+3D=| 6 0 =-2|+(-3 9 12|=| 3 9 10
-13 %4 8 » 0 3 -11)5 % 11
f. trase(4)=1+0=1
g. trase(B) tidak ada, karena B bukan matrik bujursangkar
h.

I I

3

) I 0] 1 2
1. 314=3 =
I (e

j. trase(D)=0+3+1=4

D. Sifat-sifat Matrik

e s

0 3

1. Terhadap operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar
Pada sifat berikut, ordo matrik dianggap telah sesuai, sehingga operasi dapat

dilakukan:
a. A+B=B+A {sifat komutatif}
b. (A+B)+C=4+(B+(C) {sifat asosiatif}
c. A+O=0+4=4 {sifat matrik nol, identitas penjumlahan}
d. A+(-A)=-A+4=0 {sifat negatif matrik}
e. k(A+B)=kA+kB {sifat distributif terhadap skalar k}
f.  (ktD)A=kA+IA {sifat distributif terhadap skalar £ dan /}
g (kDA=k(IA4) {sifat asosiatif terhadap perkalian skalar}
h. 14=4 {sifat perkalian dengan skalar 1 (satu)}
i. +B)'=4"+B" {sifat transpos matrik terhadap penjumlahan}

2. Terhadap operasi perkalian, penjumlahan, dan perkalian dengan skalar

Mahmud ‘Imrona
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Pada sifat berikut, ordo matrik dianggap telah sesuai, sehingga operasi dapat
dilakukan:

a. Pada umumnya berlaku sifat ABZBA {tidak bersifat komutatif}
Contoh:

P R R ]
TR A N

Sehingga: AB#BA

Akibatnya tidak berlaku hukum pencoretan, sebagaimana dalam perkalian
bilangan riil: jika AB=CB, belum tentu: A=C.

b. (AB)C=A(BC) {sifat asosiatif}
c. AIFIA=A {sifat matrik satuan, identitas perkalian}
d. AO=0A=0 {sifat matrik nol}

I, jikan=0
€. A" =1 gakpd , jikan=12,K

sebanyak n kali

f. A"A’=A"", jika r dan s bilangan asli.

d 0 A 0 d* 0 A 0
0 d, A O g
g. Matrik diagonal D = ’ , berlaku D" = 0 d° A 0
M M M M M M
0 0 A d, 0 0 A df
h. Jika AB=0, tidak dijamin berlaku: A=0 atau B=0O atau BA=O0.
Contoh:
. 1 0 0 0
Jika 4= , B= , maka AB=0 dan BAzO
2 0 3 -4
i. (kA)B=k(AB)=A(kB)
j. (A+B)C=AC+BC
k. C(A+B)=CA+CB
. (AB)'=B'A” {urutan operasi dibalik}
m. (kA)'=kA"

3. Terhadap operasi penjumlahan, perkalian dengan skalar, dan trase
a. trase(A+B) =trase(A) + trase(B)
b. trase(A") = trase(A)
c. trase(kA) =k trase(A)
d. trase(Inxn) =n

Contoh:

. 2 -1 4 1
Jika A = ,dan B = .
1 3 7 =2
T 6 0 6 8
a. (A+B) = =
8 1 0 1
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bAT+BT=21+47=68

' -1 3 1 - 0 1
[ 4.1 25

¢. (AB) _([25 —5]) [4 —5]

4 ATR! [2 1]4 7}2 9 12]
-1 3f{1 -2] [-1 -13
e BIAT [4 7 [2 1}21 25]
1 -2|[-1 3] [4 -5
2

3 o 3 =512 - I -18
k. A=AA= =
5 8|1 3 18 19
l. trase(A)=2+3=5
m. trase(B) =4+ (-2)=2
6 0
n. trase(A+B)=trase(|:8 1:|)=6+1=7

Contoh khas:

Pada kehidupan sehari-hari konsep matrik digunakan untuk menyatakan hal-hal yang
bersifat kompleks, pada contoh di bawah ini akan diberikan penggunaan matrik untuk
perusahaan yang berskala besar, namun dengan penyederhanaan.

Sebuah perusahaan multinasional PT. Makmur Kaya yang bergerak di bidang penjualan
pakaian olah raga mempunyai beberapa outlet di beberapa kota, tabel berikut
menyatakan inventori dari setiap outlet pada tahun 2001:

Outlet Jenis Pakaian
Sepatu Celana Kaos
Bandung 60 115 150
Jakarta 90 75 45
Surabaya 50 80 250
Semarang 85 70 450
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Sedangkan tabel di bawah ini menyatakan harga setiap jenis pakaian:

Jenis Harga dalam rupiah
Sepatu 250000

Celana 175000

Kaos 85500

Kedua tabel di atas dapat dinyatakan dalam bentuk matrik di bawah ini:

Matrik inventori:

Sepatu Celana Kaos

60 115 150 [ Bandung
) 90 75 45| Jakarta
Inventori =
50 80 250 |Surabaya
85 70 450 |Semarang
Sedangkan matrik Harga:

250000 [sepatu
Harga = [ 175000 |celana

85500 | kaos
Sehingga dapat diketahui matrik total nilai inventori, yaitu Inventori x Harga:

Nilai Inventori =

Jika selama tahun 2001, pada setiap outlet berhasil melakukan penjualan seperti yang

60 115 150 47950000 | Bandung
250000
90 75 45 39472500 | Jakarta
175000 =
80 250 47875000 | Surabaya
85500

70 450 71975000 [Semarang

(9
e

8

9]

dinyatakan pada tabel di bawah ini:

Outlet Jenis Pakaian
Sepatu Celana Kaos
Bandung 55 105 145
Jakarta 87 64 28
Surabaya 47 78 243
Semarang 79 50 425
Maka sisa barang pada setiap outlet pada akhir tahun 2001 adalah:
60 115 150 55 105 145 5 10 5
) ) 9 75 45 87 64 28 3 11 17
Inventori — Barang Terjual = - =
50 80 250 47 78 243 3 2 7
85 70 450 79 50 425 6 20 25

Pendapatan kotor setiap outlet pada tahun 2001 adalah:

Mahmud ‘Imrona
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55 105 145 44522500 | Bandung
250000
87 64 28 35344000 | Jakarta
175000 =
47 78 243 2550 35344000 | Surabaya
79 50 42 64837500 |Semarang

Sedangkan biaya yang harus ditanggung atas barang sisa adalah:

5 10 5 3427500 | Bandung
250000
3 11 17 4128500 | Jakarta
175000 =
3 2 7 1698500 | Surabaya
85500
6 20 25 7137500 [Semarang
Latihan:
) 0 0 -2 1
. 1 2 : 4 ¥ =5
1. Jika 4= ,B=[0 =2|,C= ,D=[-1 3 4],
-3 0 -3 0 1
-1 3 o0 1

2 0
E =
0 -3
Hitunglah: a. BA b.E* c.E’ d.E" e A’+2A+1 f (A+])® g (BC-D)'

h. C'B'-D" i.3C(BA) j.C(3B)A k.(CB)3A) I.trase(A +E)
2x - 3y =
2. Tunjukkan bahwa Sistem Persamaan Linier : * 4y 5 dapat dinyatakan
x + 4y =
sebagai persamaan AX=B [petunjuk: tentukan matrik A, X dan B]
3. Jika matrik A, X, dan B hasil dari no. 2 tentukan invers A atau A" dan tentukan

solusi persamaan AX=B, dengan mengingat sifat = AA™ .

b, b
4. Diberikan: A=|:a11 a12:|’ B:|: a 12:|, C=|:c11 012:|, dan C=A4B. Jika

a, dy by by €y Cp

a = [a 4 oa ,-z] yang disebut vektor baris ke-i dari matrik A4 atau dengan istilah lain

1

b,
sub matrik 4 baris ke-, dan b ; = |: blj ] yang disebut vektor kolom ke-j dari matrik
2j

B atau dengan istilah lain sub matrik B kolom ke-j. Tunjukkan bahwa berlaku c;; =

aibj.

Buktikan trase(A + B) = trase(A) + trase(B).

6. Tentukan syarat, schingga berlaku (A + B)*=A” + 2AB + B?, jika A dan B berordo
2x2.

7. Jika A dan B berordo 2x2, tentukan syarat-syarat agar berlaku:

A’—B?=(A-B)(A +B).

Untuk matrik berordo 2x2, tunjukkan sifat (AB)" = B'A".

9. Tentukan persamaan-persamaan dalam variabel-variabel x, y, dan z, sehingga
persamaan memenuhi persamaan matrik berikut:

x+y 3x+y | |- 1
x+z x+y-2z 9 -17

e

*
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10. Tentukan persamaan-persamaan dalam variabel-variabel x, y, z, dan w, yang
terbentuk, sehingga berlaku persamaan matrik di bawah ini:

X 2x
21 -1 7 y —y+z | |45 46
[6 8 0 3] X+w w—2y+x _'[3 87:|
z z

11. Tunjukkan bahwa, jika A matrik skew-simetri, maka trace(A)=0

12. Buktikan jika D matrik diagonal, maka D* adalah matrik diagonal yang entri-
entrinya adalah entri pada diagonal utama D dipangkatkan k.

13. Tunjukkan bahwa jika A matrik bujursangkar, maka matrik S =% (A + A") adalah
matrik simetri.

14. Tunjukkan bahwa jika A matrik bujursangkar, maka matrik R = ' (A - A") adalah
matrik skew-simetri.

15. Dari kedua matrik pada soal no. 14 dan 15, tunjukkan berlaku hubungan A =S + R.

16. Jika A matrik bujursangkar 2x2, tunjukkan bahwa AA" berbentuk matrik simetri.
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VEKTOR DI BIDANG DAN RUANG

A. Vektor
Vektor adalah besaran yang mempunyai besar dan arah. Vektor memainkan peranan
yang sangat penting dalam menggambarkan kelakuan dari fenomena alam ini.

Vektor digambarkan oleh ruas garis yang dilengkapi dengan anak panah. Panjang ruas
garis sebagai perwakilan dari besar vektor, sedangkan anak panah menunjukkan arah
dari vektor. Sebuah vektor dimulai dari titik awal (initial point) dan diakhiri oleh titik
akhir (terminal point).

st i

Pada gambar di atas, vektor a dan b sama, walaupun letaknya berbeda, dikarenakan
panjang ruas garis dan arah vektor a dan b sama. Sedangkan vektor ¢, dikarenakan
panjang ruas garisnya berbeda, maka vektor a #C, apalagi arah dari vektor C juga
berbeda. Vektor dilambangkan oleh huruf kecil tebal atau huruf kecil dengan panah di
atasnya, schingga vektor a dapat ditulis sebagai a, atau & .

Dalam konsep vektor dikenal pula vektor nol, yaitu vektor yang panjangnya nol,
dengan arah sebarang yang menyesuaikan dengan operasi yang mengikutinya. Secara
geometri vektor nol dapat digambarkan sebagai sebuabh titik.

Penjumlahan a dan c, dilakukan dengan cara sebagai berikut: geserlah letak c, sehingga
titik awal ¢ berhimpit dengan titik akhir a, maka a+c adalah vektor yang titik awalnya
titik awal a dan titik akhirnya titik akhir c. Tentunya dengan cara yang serupa kita dapat
menggeser a sehingga titik awal a berhimpit dengan titik akhir ¢, dan c+a adalah vektor
yang titik awalnya titik awal € dan titik akhirnya titik akhir a. Metode ini disebut
metode jajaran genjang.

Sedangkan operasi perkalian dengan skalar dinyatakan, untuk kasus k a, berarti panjang
ruas garis ka adalah sepanjang [k[](nilai mutlak dari K) dikali panjang a, sedangkan
arahnya, jika k positif sama dengan arah a, sedangkan jika k negatif berlawanan arah
dengan a. Jika [k[J< 1 disebut pemampatan (panjang ka lebih pendek dibanding
panjang a), dan jika [k[>1 disebut per enggangan (panjang ka lebih panjang
dibanding panjang a). Akibat dari operasi ini, maka dapat didefinisikan operasi
pengurangan vektor, yaitu:

a-b=a+(-b)=a+(-1)b
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a a=(ai, ap) o (a1,22,a3)
a
00,00 = vy

a
OX) X 4

Secara analitis, sebuah vektor di bidang dapat dinyatakan sebagai pasangan bilangan
terurut, misalkan a=(a;, a;) yang digambarkan di dalam koordinat 2 sumbu yang saling
tegak lurus. Sedangkan vektor di ruang (0°) dapat digambarkan menggunakan
koordinat 3 sumbu yang saling tegak lurus, yang mengikuti aturan tangan kanan, dan
secara analitis dinyatakan sebagai tiga bilangan terurut, a=(a;, a,, a3). Vektor yang titik
awalnya di titik asal {(0,0) untuk vektor di bidang dan (O, O, 0) untuk vektor di ruang}
disebut vektor posisi.

Untuk a=(a;, a;) dan b=(b;,b,), berlaku:

1. a=b, berarti a;=b; dan a,=b,

2. atb=(a;+b;, aytb,) (entri yang seletak dijumlahkan)
3. ka=(kai, kay) (setiap entri dikalikan dengan k)
4. a- b=a+(-b)=a+(-1)b=(a1-b1, az-bz)

Untuk a=(ay, a, a3) dan b=(b,, b,, b;), berlaku:

1. a=b, berarti a;=b;, a,=b, dan a;=b;

2. atb=(a;t+b;, aytb,, a3tbs) (entri yang seletak dijumlahkan)
3. ka=(kai, kay, ka3) (setiap entri dikalikan dengan k)
4. a- b=a+(-b)=a+(-1)b=(a1-b1, ay-by, a3-b3)

Contoh:

Jika a=(2, 3, -1), b=(0, -2, 4), dan c=(1, -1, 1), tentukan:

a. atb

b. -5C

c. 2at3b

d. —a+2b+3c

e a-b

Jawab:

a. atb=(3,2,0)

b. —5¢=(-5, 5, -5)

2a+3b=(4, 6, -2)+(0, -6, 12)=(4, 0, 10)

—at2b+3c=(-2, -3, 1)+0, -4, 8)+(3, -3, 3)=(-2, -7, 9)+(3, -3, 3)=(1, -10, 12)
a—b=(2, 5, -5)

o a0

Sifat Vektor R* dan R® terhadap operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar:
Jika u, v, wOR? atau R* dan k, | skalar (bilangan riil), berlaku:
l. u+tv=v+u (sifat komutatif)
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2. (UtV)+w=V+(Uu+w) (sifat asosiatif)

3. otu=u+o=u (identitas penjumlahan)
4, -utu=u+(-uy=o (invers penjumlahan)

5. k(u+v)=ku+kv

6. (k+hHu=ku+lu

7. (khu=k(lu)

8. lu=u

Jika diperhatikan dengan seksama, sebuah vektor dapat ditulis sebagai sebuah matrik
dengan satu kolom, yaitu:

a0 (n, O
as %1 (a1, a) dan u= %12 B=( uy, Uz, U3)
2 [
ENE

Selain vektor posisi yang selalu berawal dari titik asal, terdapat pula vektor yang titik
awalnya P1=(x1, y1, z1), dan titik akhirnya di P,=(x2, y2, 7»), vektor yang demikian
dinyatakan sebagai:

P1P2 :(Xz — X, Y, 7Y, 4~ Zl)
Dengan cara serupa didapat pula untuk kasus di R?, yaitu:
PP, :(Xz —X,Y, ~ yl)

Panjang vektor a=(a,, a,, a3) disebut norm, dengan menggunakan phitagoras, didapat:

—_ 2 2 2
||5‘”—\/a1 ta, ta;

Begitupun untuk kasus vektor yang titik awalnya P; dan titik akhirnya P, norm vektor
ini:

= \/(Xz - X1)2 + (yz - y1)2 +(Zz - 21)2
yang dikenal pula sebagai jarak antara titik P, dan P».

d(P,, P,)=|P,P,

Contoh:

Jika a=(2, 3, -1), b=(0, -2, 4), dan c=(1, -1, 1), tentukan:
a. fatb7

b. 7-5c7

c. 27at3b7

Jawab:

a. Tatb7=7(2, 1,3)7=+2> +1> +3? =414
b. 7-5C7=7(-5, 5, -5)7=+/(=5)* +5% +(=5)* =+/75
c. 27at3b7=27(2,-3, 11)7=2,/2% +(=3)> +11*> =2./134

Latihan:

1. Jika a=(3, 4), b=(-1, 2), dan c=(3, 4), hitunglah
a. 3a-2b
b. 4(2a+ 3b)
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c. -a+t2c+b
d. 2a—-(b+c)
2. Jikaa=(2, 3, -2), b=(1/2, -4, 5), c=(25, -32, 2)
a. a-b
b. 2(a+tb)-c
c. 2b—(a+3c)
d. -3a+(c—a)
3. Jika a=(2k?, -4, 5), b=( 1/2, -4, 5), dan a=b, tentukan k.
4. Jika u=(1, 2, 3), v=(2, -3, 1), dan w=(3, 2, -1), tentukan vektor X yang memenuhi
2U-V+X =TX+W
5. Jika u, v, dan w seperti no. 4, tentukan skalar-skalar x;, x,, dan x3, sehingga
dipenuhi persamaan vektor: x;U+x,V+x3wW=(6, 14, -2)
6. Hitung jarak antara P;(3, 2, 4) dan P,(-1, 3, -2).
7. Jika a, b, dan ¢ vektor-vektor pada soal no. 2, hitunglah:
a. 7atb7
b. 72a7+ 7-3b+2c7
c. -27ar7+74c7
d. 72a-b+ 4c7

8. Hitung norm dari — , proses ini disebut normalisasi

9. Tentukan semua skalar k sehingga 7kv7=3, jika v=(-1, 1, 5)
10. Tentukan vektor yang berlawanan arah dengan v=(1, 2, -2), yang normnya: 1.

B. Hasil Kali Titik dan Proyeksi
Sudut yang dibentuk oleh dua vektor yang saling bertemu pada satu titik adalah sudut
yang terkecil.

A

Definisi: Jika u dan v vektor di bidang atau di ruang, hasil kali titik antara u dan v
didefinisikan:

%u””v” cosf ,jikau#odanv#o0
o o ,jilkau =o0atauv =0

uev=
dimana 0 sudut antara u dan v.

Contoh:
Tentukan hasil kali titik antara vektor u=(0, 0, 2) dengan v=(2, 0, 2).

Jawab:

>y
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X 2
Sudut antara vektor u dan v sebesar 104, sehingga uev=7u77v7cos 0

=02 +0% +2222 +0% +22 cos§=4.

Untuk mendapatkan bentuk lain hasil kali titik yang lebih mudah perhitungannya,
perhatikan gambar berikut ini:
P(x1, y1, 21)

\Y Q(x2, y2, 22)

Dengan menggunakan aturan cosinus, didapat:

— 2
PG = uff +I* - 2vleost

1 — 2
julvleose =l + v -[Pd]

asv= 5l v -[rd]

Dengan melakukan subtitusi:
[PQ| =06 =x) + (v, -y +(z -2,
Kedalam persamaan di atas, didapat bentuk lain hasil kali titik:
UeV=XX tVY, 27
Untuk kasus di R? dengan cara yang serupa didapat aturan, sebagai berikut:
UeV=XX, +VY,

> =x¢ +y; +2, V[ = +y; + 2

Contoh:
Tentukan hasil kali titik dari u=(2, -3, 7) dan v=(-4, 1, 2).

Jawab:
UV=2.(-4)+(-3).147.2=3

Dengan didapatkannya bentuk lain hasi kali titik, maka sudut antara dua vektor dapat
dengan mudah dihitung:

cos@ =W,jikau #0dan v # 0

Contoh:
Tentukan cosinus sudut antara u=(2, -3, 7) dan v=(-4, 1, 2).

Jawab:
=2+ (377" = V&2,
3 1302

cos@ = =

Je221 434

V| =4 +12 +27 =421
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Hasil lain yang bisa didapat, adalah:
1. Dikarenakan sudut antara a dan a adalah 0, maka norm/ panjang suatu vektor dapat
dinyatakan, sebagai berikut:
7a7=(ava) "

2. Jika u dan v keduanya bukan vektor 0, dan 6 sudut antara u dan v, maka dari nilai
hasil kali titik dapat ditentukan kondisi sudut antara dua vektor tersebut:
a. 0 lancip, jika uev >0
b. 0 tumpul, jika uev <0
c. B=112,jikauev=0 (u dan v tegak lurug/ ortogonal)

Contoh:

Jika u=(2, -3, 7), dan v = (&%, -1, k).

a. Hitunglah 7u7.

b. Tentukan k, sehingga u dan v tegak lurus.

Jawab:
a. TU7=(usU) "= (2.2+(-3)(-3)+7.7) * = (62) *?
b. uev=2k*+ 7k + 3 = 0, berarti k=1/2 atau k=3

Sifat-sifat Hasil Kali Titik:

Jika u, v, dan w vektor di R? atau R® , k skalar, berlaku:
1. uly=vlu (komutatif)

2. uld(v+w)=uly + uliv (distribuitif)

3. k(ul¥)=(ku)[¥ = ul{kv)

4. ulli >0, jika u#o, dan uli=0, jika u=0

Contoh:

Jika u=(2, -3, 7), v=(-4, 1, 2), dan w=(0, 3, -2), hitunglah:
a. ue(v+w)

UeVv+ UewW

—2(Uev)

Ue (—2V)

ueu

o a0 o

Jawab:

a. ue(vtw)=ue(-4, 4, 0)=-20

Ue v+ UsW=(2(-4)+(-3)1+7.2)+(2.0+(-3)3+7(-2))=-20
—2(uev)=-2(3)=-6

ue(2v)=(2, -3, 7) *(8, -2, -4)=2.8+(-3)(-2)+7(-4)=-6
ueu=2.2+(-3)(-3)+7.7=62

o e o

Seringkali dibutuhkan penguraian satu vektor u menjadi jumlah dua vektor, dengan
ketentuan satu vektor sejajar dengan vektor aZo, sedangkan vektor yang lain tegak lurus
dengan vektor a. Perhatikan gambar di bawah ini:

Mahmud ‘ Imrona Sekolah Tinggi Teknologi Telkom



Aljabar Linier Elementer 19

| > pd >«
Q Wi a Q a Wi Wi Q a

Terlihat w; sejajar dengan a, sedangkan W, tegak lurus terhadap a, dan dipenuhilah
hubungan:

Wi +W; =Ww; + (U—Wp)=U
Vektor w; disebut proyeksi ortogonal (tegak lurus) u pada a, dan dilambangkan sebagai:

proyau
Sedangkan vektor w, disebut komponen vektor U yang ortogonal (tegak lurus) terhadap
a, yang ditentukan sebagai berikut: W, = U — W;=U - proyaU.

Karena proyaU tegak lurus pada a, maka:
_lu-g
lullel] [l

Karena vektor ini berada (sejajar) dengan vektor a, maka norm ini dikalikan dengan
a .
el
proy yoyraa _u-a
YT e

Iproy ] = ulleos | = |ulfi=rs

vektor satuan a, yaitu:

Contoh:
Jika u=(2, -3, 7), dan v=(-4, 1, 2) tentukan: proy,u dan komponen U yang tegak lurus Vv.

Jawab:

proyVUZ::z :%(—4, 1,2)=V/(-4.1,2)= (///)

Sedangkan komponen U yang tegak lurus v adalah: (2, -3,7) —(-4/7, 1/7,2/7) =
(18/7,-22/7,47/7)

Latihan:
1. Tentukan cosinus sudut antara vektor U dan Vv, berikut:
a. u=(1,0,1)danv=(-1, 1, -1)
b. u=(1, 2, 3)danv=(-1, 2, 1)
c. u=(3,1,0)danv=(0,1,-1)
2. Tentukan k, sehingga vektor u=(k, 0, 1) dan v=(-k, 1, 1) saling tegak lurus.

3. Berdasarkan jawaban dari soal no. 2, pilih nilai k yang terkecil, hitunglah proy,u.

4. Tanpa menghitung cosinus sudut antara u=(1, 2, 1) dan v=(-1, 1, -3), tentukan
apakah sudutnya tumpul, lancip ataukah 172 ?

5. Berapakah norm dari proy,v, jika u=(1, 2, 1) dan v=(-2, 1, 2).

6. Tentukan proy,Vv, jika u=(2, 0, -1) dan v=(-1, 2, 1).

7. Tentukan komponen V yang ortogonal pada u, jika u=(1, 2, 1) dan v=(-2, 1, 2).

8. Tentukan jarak antara titik (1, -2) dengan garis 3x + 4y + 7 = 0.

9. Jika asb = asc, jika az0, apakah b=c? Jelaskan! (catatan: a, b, ¢ 0 R? atau R?)
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10. Carilah dua vektor yang norm-nya 1 dan ortogonal pada (1, -2)

11. Misalkan a=(k, 2) dan b=(2, 1), tentukan k, sehingga sudutnya 176

12. Tentukan cosinus sudut antara garis —x +y + 3 = 0 dan 2x — y + 4 = 0. (Petunjuk:
tentukan vektor-vektor yang tegak lurus dengan masing-masing garis tersebut,
kemudian hitung cosinus sudutnya)

13. Tunjukkan bahwa berlaku asa = 7a7°, untuk aCR” atau R*

14. Apakah ada artinya ekspresi ae (bec)? Jelaskan.

C. Persamaan Garisdan Bidang di R®
Di bidang (R), seringkali diminta sebuah vektor yang tegak lurus pada dua buah vektor
yang lain. Untuk itu didefinisikanlah hasil kali silang, berikut ini:

Definisi: Misalkan u=(uy, uy, u3), dan v=(v, v,, v3). Hasil kali silang antara u dan v
adalah:

] K
u2 u3
UXV=[U U, U=
vV

Vi v,

dimana | = (1,0,0), I = (0,1,0), k = (0,0,1) merupakan vektor-vektor satuan di R’.

Contoh:
Jika u=(2, 3, -1) dan v=(-4, 2, 8), tentukan U x vV dan Vv x U.

Jawab:
]k

uxv=|2 3 -1=26i-12] +16k = (26, -12, 16)
-4 2 8
]k

vxu=|-4 2 8|=-260+12] 16k =(-26, 12, -16)
2 3 -1

Sifat-sifat Hasil Kali Silang:
Jikau, v, w [ R3, k skalar, berlaku:

a. (UxVv)eu=0 {vektor u x v tegak lurus pada vektor u}
b. (UxV)ev=0 {vektor u x v tegak lurus pada vektor v}
c. TUXVP*=TUT*IV7 — (usv) {identitas Lagrange}

d. uxv =-(vxu {tidak komutatif}

e. Uxu=o {nol terhadap diri sendiri}

f. ux(v+tw)=uxv+uxw {distributif}

g (UTV)XW=UXW+VXW {distributif}

h. k(uxv)=(ku)x v=ux (kv)

. UX0=0XU=0
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Dari identitas Lagrange didapat:
Tux V7=7u77v7sin 8 {luasjajaran genjang yang dibentuk oleh u dan v}

Contoh:
Tentukan luas segitiga yang mempunyai titik-titik sudut: P,(2, 3, -1), P»(4, 2, 2), dan
P3(07 25 1)

Jawab:
Kondisi yang mungkin dari segitiga digambarkan di bawah ini:
P2(47 25 2

P3(07 25 1) |
P1(2: 3 s~ 1)
Segitiga yang dicari adalah segitiga yang diberi arsir, dan terlihat segitiga tersebut

merupakan setengah dari jajaran genjang yang dibentuk oleh vektor KPJ =(2,1,-2)dan
P.P, = (4, 0, 1), sedangkan fP; XFP; = (-1, 10, 4), sehingga:

Luas segitiga = %"P3P2 X PP, "%Jl +100+16 = %\/1 17 satuan luas

Di R?, sebuah garis dapat ditentukan melalui satu titik dan kemiringannya, begitupun
sebuah bidang di R*, dapat ditentukan dengan satu titik dan inklinasinya (kemiringan di
bidang), namun ide inklinasi ini, sulit untuk dinyatakan secara mudah, untuk itu
diperlukan vektor yang mempunyai kemiripan dengan ide inklinasi, yang disebut vektor
normal, yaitu vektor yang tegak lurus (ortogonal) pada setiap vektor di bidang.

Za

P(x,/yyz) n

Po(Xonyos Zo)

>
y
X
Pada gambar di atas diketahui titik Po(xo, yo, Zo) sebuah titik yang berada di bidang, dan
vektor normal n=(a, b, ¢) yang tegak lurus pada setiap vektor di bidang. Setiap vektor di
bidang dapat dinyatakan sebagai vektor yang titik awalnya di Po(Xo, yo, Zo) dengan titik
akhir P(x, y, z), sehingga didapat persamaan:

E}-nzo
(X_X07y_y05z_zo). (a> ba C) :O
a(x — Xo) + b(y — yo) + ¢(z — z¢)=0 {disebut persamaan normal titik}

ax + by + c¢x + d =0, dimana d = -axy — by — ¢z, {disebut bentuk umum bidang}
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Contoh:
Tentukan persamaan bidang yang melalui titik Py (2, -3, 1) dan tegak lurus pada
vektor n=(2, 1, 4).

Jawab:

P,Pen=0
x-2,y+3,z-1)(2,1,4)=0
2x=2)+1(y+3)+4(z-1)=0
2x+y+4z-5=0

Sedangkan sebuah garis dapat dikatakan sebagai vektor yang panjangnya tak terbatas,
dapat digambarkan sebagai berikut:

(X9 y’ Z)
Po(x0, Yo, Zo)

v=(a, b, ¢)

Dari gambar di atas vektor Iﬁi sejajar dengan vektor Vv yang disebut vektor arah,
karena itu garis | dapat dinyatakan oleh :
PO—P =tV dengan - o<t <co
(X—X0,Y~¥0.2—2,) =t(a, b, ¢) dengan - o<t <oo
X=Xo T at, y=yp + bt, z=zy + ct dengan - co<t <co {disebut persamaan parametrik}
XXy _Y-Yo _Z2
a b

t “Zo {disebut persamaan perbandingan}
C

Contoh:
Tentukan persamaan garis yang sejajar dengan vektor v=(-2, -1, 3) dan melalui titik
PO(Oa 27 1)

Jawab:

PP =tv
x,y—2,z-1)=1t(-2, -1, 3)
x=-2t,y=2-t,z=1-3t, - o<t <co

Contoh:
Tentukan persamaan bidang yang tegak lurus pada garisx =2 +t,y=1-2t,z=-3.

Jawab:
Vektor yang sejajar pada garis (1, -2, 0). Dan titik yang dilalui oleh garis: (2, 1, -3).
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Bidang tegak lurus pada garis berarti vektor arah garis menjadi vektor normal bidang,
dan bidang melalui titik yang dilalui oleh garis, sehingga:
(x—=2,y—1,z+3)(1,-2,0)=0

Sehingga persamaan bidangnya: x — 2y =0

Persamaan bidang ax + by + ¢z = d dapat dituliskan dalam bentuk vektor, sebagai
berikut:

0
X[ X 7 0 0O O 0Opld
DS S O O 0O 0O O 0O
o beXDO otyol o+ 000
—ax—by Fa/0 Gb/0 /0
@ZEE - 5 5%8 5%8 &

Sedangkan persamaan parametrik garis X =X, + at, y =y, + bt, z =z, + ct, -00< t <co
jika dituliskan dalam bentuk vektor, menjadi:

(X0 X, 0 [[@&d

I

H#E E.H HH

Latihan:

1. Misalkan u=(1, 0, 1), v=(-1, 1, -2), dan w=(3, 2, -1). Hitunglah:
a. uxyv
b. uXx(vxw)

c. (UxV)xw
d. ux(v+2w)
e. (Uxv)-3w
f. (U+v)xw

2. Tentukan vektor yang ortogonal pada u=(1, 0, 2) dan sekaligus pada v=(-1, 1, -1).

3. Tunjukkan bahwa jika u=(u;, u,, us), v=(vy, v», v3), maka uxv tegak lurus dengan u
dan juga tegak lurus pada v.

4. Tentukan luas segitiga yang titik sudutnya P(7, -2, 2), P»(1, 0, 2) dan P3(2, -1, 2).

5. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik-titik: P;(1, -2, 0), P»(1, 0, 2), dan
Ps(2, -1, 3).

6. Tentukan persamaan garis yang melalui P(5, -2, 3), dan P,(1, 1, 2).

7. Apakah syarat dua bidang saling sejajar? (Petunjuk perhatikan komponen
pembentuk persamaan bidang)

8. Apakah syarat dua garis di R’ saling sejajar? (Petunjuk: perhatikan komponen
pembentuk persamaan garis di R)

9. Tentukan persamaan bidang yang sejajar dengan garis x =2 —t, y=2t, z=3 + 2t.

10. Tentukan persamaan garis yang dibentuk oleh perpotongan bidang -2x+3y—z+2=0
dan x+2y—-3z+5=0.

11. Tunjukkan apakah titik Q(2, 1, 2) terletak pada garis |: x =2 —t,y=2t,z=3 + 2t,

-00< t < oo tentukan pula persamaan bidang yang melalui titik Q dan tegak lurus pada

garis |.
12. Tentukan titik perpotongan antara bidang 2x —3y+2z+2=0 dengan garis
x=32t,y=1+t,z=-3+2t, -00<t<o0,
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13. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik (3, -2, 4) dan memuat garis X =t,
y=2+3t,z=-1-2t, -00<t < oo,

14. Tunjukkan bahwa garis x =-1+4t, y=3+t,z=1,danx=-13+12t,y=1+ 6t,
z =2 + 3t, -00< t < o0, saling berpotongan dan tentukan titik potongnya.

15. Carilah persamaan bidang yang melalui titik (2, -1, 3) dan tegak lurus pada garis
perpotongan antara bidang 2x+3y —2z+ 10 =0 dan x + 3y + 22— 8 = 0.

16. Carilah persamaan bidang yang memuat kedua garis pada soal no. 13
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ELIMINASI GAUSS

A. Sistem Persamaan Linier

Bentuk umum Persamaan Linier:

a,x, +a,x,+A +a,x, =b

a a, ..., a, disebut koefisien

X1, X2, ..., X, disebut anu (unknown)

b disebut suku konstan

Solusi Persamaan Linier adalah sehimpunan bilangan terurut yang jika disubtitusikan

kedalam Persamaan Linier, menjadi valid.

Contoh:
solusi persamaan linier 2x — 3 y + z = 5 adalah: {x=1, y=2, z=9}, tetapi {x=9, y=1, z=2}
bukan solusi persamaan linier tersebut, walaupun angka-angka dalam himpunan

tersebut seperti dalam solusi, karena urutan dibalik.

Sistem Persamaan Linier (SPL): sehimpunan Persamaan Linier yang menjadi satu
kesatuan.
Bentuk umum Sistem Persamaan Linier:
a, x, +a,x, +A +a,x, =b,
A, x, +a,x, +A +a, x, =b,
M

a,x, +a,,x, +A +a, x =b,

Sistem Persamaan Linier di atas mempunyai n anu dan m persamaan.

Solusi Sistem Persamaan Linier adalah solusi setiap persamaan linier yang terdapat

dalam Sistem Persamaan Linier tersebut.

Contoh:
2x+y=-5
—3x-2y=12

Solusi Sistem Persamaan Linier diatas adalah {x=2, y=-9}, sedangkan {x=0, y=-5}

bukan solusi SPL, karena hanya merupakan solusi persamaan yang pertama saja.
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Sistem Persamaan Linier mempunyai tiga kemungkinan banyaknya solusi, yaitu:

1. Solusi Tunggal

2. Solusi Tak Hingga banyaknya

3. Tak ada solusi

Ketiga kemungkinan banyaknya solusi ini dapat digambarkan sebagai kombinasi dua

buah garis pada bidang xy, yaitu:

y y Yy
/ X X X
berpotongan pada satu berhimpit=berpotongan sejajar=tak berpotongan
titik =~ solusi tunggal pada tak hingga pada satu titik pun = tak
banyaknya titik = solusi ada solusi
tak hingga banyaknya

Sistem Persamaan Linier yang mempunyai solusi, baik solusi tunggal maupun solusi tak

hingga banyaknya disebut konsisten. Jika tak mempunyai solusi disebut tak konsisten.

Latihan:
1. Manakah dari persamaan dibawah ini yang merupakan persamaan linier?
a. 2x+4y—3z=1 d. 3x+2x*-5x"=8
b. -3xy—-2y+5z=2 e. —X1T2x2—2X3+X4—5x5=0

c. (sin2)x +e’y+20z=3

2. Manakah yang menjadi solusi persamaan linier: 2x + 3y —z = -1
a. {x=0,y=-1,z=3} d. {x=-1,y=0,z=-1}
b. {x=1,y=2,z=9} e. {t, seR|x=t, y=s, z=1 + 2t +3s}
c. {x=2,y=1,z=5}

3. Manakah dari sehimpunan persamaan di bawah ini yang merupakan sistem

persamaan linier?
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. —x+0,5y=0 2sind - cosf + 3tany =
© 2x+3y=0 d. 4sina + 2cosf - 2tany =

et -t o] 6sinac - 3cosff + tany =
b. 2x—x>+x’=-1 2x+siny=0

e.

x—x>+x’=5 —xy+3y=1

x=2%+3z=0
c. 2x+¥%-z=0

3x+%+2z=0

4. Manakah yang menjadi solusi sistem persamaan linier :

-x + 2y + z = 3
- 3y + 3z = 3
2x — Sy - z = =5
a. {x=-2,y=0,z=1} d. {teR | x=3t- 5, y=t -1, z=t}
b. {x=1,y=1,2z=2} e. {x=0,y=2,z=-1}

c. {x=1,y=-2,7z=-1}

5. Lakukan pemisalan sehingga sehimpunan persamaan di bawah ini, menjadi sistem

persamaan linier:

x+x2—x3:] 2sino
a 2x—x"+x’=-1 b. 4sino
x—x2+x3:5 6sino

B. Eliminasi Gauss-Jordan
Sistem Persamaan Linier:
a,x, +a,x, +A +a, x, =b,
a,x, +ayx, +A +a,x, =b,
M

a,x, +a, ,x,+A +a, x =b,

mn--n

dapat dinyatakan sebagai perkalian matrik, yaitu:

+

cosfp + 3tany

2cosff - 2tany

Il
NN SRS

3cosf + tany
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AX =B
dimana A disebut matrik koefisien berordo mxn, X disebut matrik anu berordo nx1, dan

B disebut matrik suku konstan berordo mx 1, dan masing-masingnya adalah:

a, a, AN a, Xy b,
A= a, ap N a,, X = X, B= b,
M M M M M
aml amZ A amn xn bm

Berdasarkan pengalaman di SMU penyelesaian sistem persamaan linier tidak mengubah
anu, tetapi hanya mengoperasikan secara aritmatik: koefisien (yaitu dibuat menjadi nol,
sehingga dengan sendirinya berkesan hilang) dan suku konstan. Karena itu SPL dapat
diubah menjadi Matrik Lengkap/ Matrik yang Diperluas (Augmented Matrix), sehingga

secara umum matrik lengkap, sebagai berikut:

a, a, A aq, b,
ay ay A a,, b,
a, a,, AN a b

m2 mn i “m
Terlihat pada matrik di atas, matrik koefisien (A) diperluas dengan menambahkan satu

kolom yang berisikan matrik suku konstan (B).

Berikut diberikan ciri-ciri matrik lengkap yang sederhana (yang solusinya mudah

didapat). Ciri-ciri ini hanya dilihat dari entri yang merupakan matrik koefisien, dan

dilihat dari kiri ke kanan.

Matrik Eselon Baris Tereduksi, bercirikan:

1. Pada setiap baris, entri tak nol yang pertama adalah satu. Dan satu ini disebut satu
utama

2. Jika terdapat baris nol diletakkan pada baris yang terbawah

3. Pada dua baris yang berurutan, letak satu utama pada baris yang lebih bawah
terletak lebih ke kanan

4. Pada setiap kolom jika terdapat satu utama, entri yang lain nol.

Jika hanya memenubhi ciri 1, 2, dan 3 saja disebut Matrik Eselon Baris.
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Jika kita telah mempunyai matrik lengkap yang berbentuk Matrik Eselon Baris

Tereduksi, maka solusi SPL menjadi mudah ditemukan.

Contoh:

Pandang Matrik Lengkap, berikut:

100 -1 1.x, +0.x, +0.x, =—1

010 2 | jika dikembalikan ke bentuk SPL, menjadi 0.x, +1.x, +0.x; =2

00 1 4 0.x, +0.x, +1.x, =4
x, =-1

disederhanakan menjadi: x, =2 ; yang merupakan solusi dari SPL.

x, =4

Berikut diberikan contoh matrik eselon baris:

: 1 —-1% 2 -4 ;
12 5 0 2 o 1 ol 3 1 -1 0 %
A=l0 1 -1 % 1|, B= ; ,C=l0 1 3 -3

g 0 0 1 -2 ;
00 0 1 -2 0 0 1 0

0 0 0 -15 :

Dari contoh di atas terlihat bahwa entri di bawah satu utama selalu nol.

Untuk mendapatkan solusi dari matrik eselon baris dilakukan subtitusi mundur, sebagai
contoh akan diperlihatkan untuk matrik lengkap A, sebagai berikut:
Langkah pertama kembalikan matrik lengkap menjadi SPL:
X, +2x, +5x; =2
X, =Xy, + )px, =1
x, =2
dengan memindahkan semua anu tak utama (yang tidak bersesuaian dengan satu utama)
ke ruas kanan didapat:
x, =2-2x, —5x,
X, =1+x; = )x,
x, =-2
lakukan subtitusi x4 ke persamaan kedua didapat: x, = 2 + x3, dan dengan mensubtitusi
x, ke persamaan pertama, didapat: x; =2 — 2(2 + x3) — Sx3 = -2 —7x3, terlihat sampai

tahap ini x3 menjadi anu bebas (bernilai sebarang bilangan riil), karena itu dapat
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digantikan dengan parameter, misalkan ¢, sehingga solusi matrik lengkap A adalah:

{te R|xl =-2-Tt,x, =2+t,x, =t,x, =—2}

Berikut diberikan contoh matrik eselon baris tereduksi:

i 100 -4
0 3 0 2 100 %
010 3
D=[0 1 -1 0 1| E= T LF=lo 1 0 -3|,
00 1 -2
00 0 1 -2 001 0
- 00 0 —I5
10 0 -2]
G= 0 10
o 00 o]

Untuk matrik lengkap E, pada baris keempat, jika dikembalikan ke bentuk persamaan
linier, didapat: Ox; + Ox, + Ox3 = -15, jelas terlihat bahwa persamaan linier yang
demikian ini tidak mungkin terjadi, pada ruas kiri bernilai 0 sedangkan pada ruas kanan
bernilai —15, karena itu berapapun nilai yang kita pilih untuk x;, x>, dan x3, tidak akan

terpenuhi, berarti pula SPL yang demikian ini tidak mempunyai solusi (tak konsisten).

Untuk memudahkan pencarian solusi, matrik lengkap diubah minimal menjadi matrik
eselon baris atau menjadi matrik eselon baris tereduksi. Untuk mengubah matrik
lengkap tersebut diperlukan operasi yang tidak mengubah solusi dari SPL, yaitu Operasi
Baris Elementer (OBE):

1. Mengalikan satu baris dengan konstanta tak nol

2. Menukar tempat dua baris

3. Menjumlahkan kelipatan satu baris dengan baris yang lain

Metode pengubahan (pencarian solusi SPL) dikenal dengan nama Eliminasi Gauss (jika
matrik lengkap diubah menjadi matrik eselon baris dan dilakukan subtitusi mundur)
atau Eliminasi Gauss-Jordan (jika matrik lengkap diubah menjadi matrik eselon baris
tereduksi dan dilakukan subtitusi mundur). Skema pencarian solusi ini dapat

digambarkan sebagai berikut:
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SPL Matrik OBE
—» Lengkap —
Contoh:
Tentukan solusi SPL berikut:
2x, +x, -—x; +x, +3x;
3x, +2x, +x; -—-x, —2x
3x, —x; +2x, —x
2x, +2x; —3x, +x;
Jawab:
21 -1 1 3 2]b-b
32 1 -1 -2 0
03 -1 2 -1 -1
20 2 -3 1 3

Matrik Eselon Baris OBH

>

Entri baris 1 kolom 1 harus satu,
sehingga dilakukan OBE yang ketiga,
antara baris pertama (b;) dan kedua (b,)

11 2 -2 -5

0 -1 =5 5 13 6
0 3 -1 2 -1 -1
X |

-2 -2 1 11 7

-2
_b2

~

Matrik Eselon
Baris Tereduksi

Subtitusi mundur subtitusij{undur

Solusi SPL

=2

=—1

=3

11 2 -2 -5 -2

32 1 -1 -2 0 |b,-3h
03 -1 2 -1 -1

2 0 2 -3 1 i3 |b-2b

Entri di bawah satu utama harus nol,
shg dilakukan OBE yang ketiga untuk
baris kedua (b,) dan baris ketiga (b;)

11 2 -2 -5 -2
0 1 5 -5 -13 -6
0 3 -1 2 -1 —1|b—-3b,
0 -2 -2 1 11 7 |b,+2b,

Entri baris 2 kolom 2, harus satu utama,
untuk itu dilakukan OBE yang pertama
pada b,

Entri di bawah satu utama harus nol,
shg dilakukan OBE yang ketiga untuk
b; dan b,

~
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11 2 -2 -5 -2
01 5 -5 -13 -6
00 —16 17 38 17 (b,
00 8 -9 —-15 -5]b,

1
0
0
0

1 2 -2 -5 -2
1 5 -5 -13 -6
0 8 -9 -15 -5

0 -16 17 38

17 |b, +2b,

Karena entri baris 3 kolom 3 dan
baris 4 kolom 3 berkelipatan, untuk
membuat nol, tentunya mudah, oleh
karena cukup dilakukan OBE yang
kedua, menukar b; dan b,

~2 =5 —2]b +2b,
~5 —13 —6 b, +5b,
~9 —15 —5|b, +9b,
1 -8 -7

oS o o =
O O =
S 0 W N

Untuk membuat nol entri baris 4 kolom
3, cukup dilakukan OBE yang ketiga,
yaitu dengan menjumlahkan b, dengan 2
kali lipat by

~

S o0 W N
- o O O

o o o —
O O =

Jika b; dikalikan dengan 1/8 didapat
matrik eselon baris, dan jika diguna-
kan eliminasi Gauss, lakukan subtitusi
mundur. Dalam contoh ini, akan
diteruskan menjadi matrik eselon baris
tereduksi, OBE kembali dilakukan
untuk membuat entri di atas satu
utama nol, yaitu OBE yang ketiga
untuk bs, b,, dan b,

11 2 0 -21 —16]b —2b,
0 1 5 0 —53 —41|b,—5b,
00 1 0 =% -
00071 -8 -7

Untuk mendapatkan satu utama pada
baris 3 kolom 3, tidak ada cara lain,
selain melakukan OBE yang pertama,
yaitu mengalikan b; dengan 1/8

bl _bz

O = =

S O O =
S = O O
- o O O

_8 -7

0

Entri di atas satu utama baris 3 kolom 3,
harus nol, karena itu dilakukan OBE

Entri di atas satu utama baris 2 kolom
2, harus nol, karena itu dilakukan

ketiga pada b, dan b, OBE ketiga pada b,

1 00 0 =% % Sampai di sini telah didapat matrik
W oss eselon baris tereduksi. Solusi

0100 % % didapat dengan mengembalikan

0 0 1 0 -8% i -8 matrik lengkap menjadi SPL dan

000 1 -8 _7 dilakukan subtitusi mundur
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X, = %xs ="12%
) Xy g xs =13 o )
diubah ke SPL, menjadi karena xs dapat bernilai sebarang bilangan
Xy =84 x5 ="5%

x, —8xsy=-7
riil, maka dapat diganti dengan parameter bilangan riil, misalkan #, sehingga solusi SPL

LY Rlx, =44 Ktx, =~ Yt x, =+ 1,5, =T +81,x, =1}

Latihan:

1. Bentuklah Sistem Persamaan Linier, berikut menjadi matrik lengkap:

2x + 3y = 4 4x, +6x, +3x, -x; =3
3x + 2y = —4} —2x, —2x, +x, -3x, +5x, =-1
-2x, +3x, =—1 - 2x, +x, +x; +3x, -3x; =2
= 2%, —x, +5x +2x, =1
b txo =4
2x, -x, +2x; =8

X, +2x, +2x;, =7

2. Tentukan solusi dari SPL yang mempunyai matrik lengkap berbentuk matrik eselon

baris dan matrik eselon baris tereduksi, yaitu: B, C, D, F, dan G di atas.

3. Lakukan Eliminasi Gauss untuk mendapatkan solusi SPL, berikut:

a. Sistem Persamaan Linier pada no. la

3x - y + z = =2
b. x + 5y + 2z = 6
2x + 3y + z = 0

c. Sistem Persamaan Linier pada no. 1b.

5x, +2x, +10x; +16x, =16

d 3x, +x, -2x, =4
©3x, +x, -9x, —19x, =-4
4x, +x, -3x, =35

e. Sistem Persamaan Linier pada no. Ic.

4. Lakukan Eliminasi Gauss-Jordan untuk mendapatkan solusi pada SPL no. 3
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C. Sistem Persamaan Linier Homogen
Sistem Persamaan Linier Homogen adalah Sistem Persamaan Linier yang semua suku
konstannya nol, sehingga bentuk umum SPL homogen, sebagai berikut:

a,x, +a,x, +A +a,x, =0

a, X, +a,x, +A +a, x, =0

M

a,x +a, ,x,+A +a, x =0

karena semua suku konstan nol, maka jika dilakukan OBE tetap saja suku konstannya

nol, karena itu matrik lengkap SPL homogen sering disingkat tanpa memasukkan kolom

suku konstan, yaitu:

SPL homogen selalu konsisten, minimal mempunyai solusi nol {xl =x,=K =x, = 0},

yang disebut solusi trivial. Jika terdapat solusi yang lain, disebut solusi tak trivial.

Contoh:

Tentukan solusi SPL. homogen berikut:
3x, +3x, +2x, +2x, =0

—-2x, —2x, +x; +x,=0

2x, +2x, —3x; —=3x, =0

3x, +3x, +4x, +4x, =0

Jawab:

3 3 2 270b+b, [1 1 3 3 11 3 3

2 -2 1 1 2 -2 1 1|p,+26, [0 0 7 7 |yb,
2 2 -3 -3 12 2 -3 -3|p,-26, |0 0 -9 -9|
3 3 4 4 3 3 4 4 |b,-3, [0 0 -5 -5
11 3 3 11 3 35,3, [1 1 00

00 1 00 1 1 001 1

0 0 -9 —9|b,+95, [0 0 0 0 “lo oo o0

0 0 -5 —5]b,+5b, [0 0 0 0 0000
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diubah ke SPL menjadi

l.x, +1.x,+0.x;+0x, =0
0.x,+0x, +1.x;+1.x, =0
0.x, +0.x, +0.x; +0x, =0
0.x, +0.x, +0.x; +0x, =0

atau

x +x,=0 X, =—X,
atau R

x;+x,=0 X, =-Xx,

karena x; dan x4 bernilai sebarang bilangan riil, maka dapat diganti dengan parameter,

misalkan, x,=¢ dan x4=s, sehingga solusi SPL homogen tersebut:

{t,se R|x1 =—1,X, =1,X; =—S,X, = s}

Kita tutup bagian ini dengan satu teorema yang penting, yaitu:

Sistem Persamaan Linier Homogen selalu mempunyai solusi tak trivial, jika banyaknya

anu lebih besar dibandingkan banyaknya persamaan.

Latihan:

1. Tentukan solusi SPL Homogen dibawah ini:

0
0

2x - 3y =
a.

x + 2y =

x + 2y -
b. x — 2y +

x + 4y -

-1 2
a

|3 2
(-1 1 0
b. [-1 1 0
|0 0 1
(2 1 0
c. |4 2 0
0 0 0

z
3z
3z

[—2
-1

+
L <
I+
N
TR
oS O
H—J

2 1 1
12 2
0 3 3
0 -1 -1
2 3
~2 -3
3 4
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Latihan Campuran:

1. Tentukan solusi dari SPL :

X, - 2x, + x; - 4, =1
x, + 3x, + 7Tx; + 2x, = 2
x, - I2x, - 1Ix; - 16x, = 5

2. Tentukan syarat yang harus dipenuhi 3 agar SPL homogen di bawah ini, mempunyai
solusi tak trivial:

x + y + 2z =0
x + 2y + Bz =0
2x + By =0

4. Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, tentukan nilai o, § dan y, dengan
syarat 0 <o, B, vy < 2m.

2sind - cosff + 3tany = 3
4sing + 2cosf - 2tany = 2
6sinc - 3cosf + tany = 9

5. Tentukan nilai a, sehingga Sistem Persamaan Linier berikut mempunyai : solusi
tunggal, solusi tak hingga banyaknya, ataupun tidak mempunyai solusi.

x +y -z +w =0
2x +4y —2w =4
3x +2y -z =1

2y +2z +(a’-5w =a+3

6. Tentukan k, sehingga Sistem Persamaan Linier Homogen berikut mempunyai solusi

4x +y +z = 0
tak trivial 3x +y -z = 0
x +y +kz =0

7. Tentukan syarat bagi a dan b agar Sistem Persamaan Linier : memiliki solusi
tunggal, memiliki solusi jamak atau tidak memiliki solusi.

-x + 3y - 2z = -8
X + z = 2
3x + 3y + az = b
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8. Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, tentukan solusi sistem persamaan

linier berikut:
3x + 2y - =z

4x + Sy
3x + 2y + 4z
6y + 2z

3w
2w
3w

w

1
0
3
0

9. Tentukan syarat untuk A sehingga SPL homogen di bawah ini mempunyai solusi

trivial;
(A-3)x + y

X + (A-3)y

0
0

10. Diberikan SPL di bawah ini, tentukan nilai a dan b, jika SPL. mempunyai solusi
tunggal: {x=1,)=-1,z=2}

ax + by - 3z
-2x - by + cz
ax + 3y - cz
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INVERS MATRIK

A. Mencari A™ menggunakan Matrik Elementer
Matrik bujur sangkar, A=[a;] dengan i=1, 2, ..., n dan j=1, 2, ..., n, disebut mempunyai
invers jika terdapat matrik A, sehingga
AA'=ATA-,
dimana I matrik satuan

Jika A mempunyai invers, maka A disebut matrik tak singular. Dan jika tidak
mempunyai invers disebut matrik singular.

Jika A mempunyai invers, maka invers-nya tunggal (unik). Untuk menunjukkan hal ini,
perhatikan penjelasan di bawah ini:

Andaikan B dan C invers dari A, maka dipenuhi hubungan BA=I dan CA=I, sehingga
B=IB=(CA)B=C(AB)=CI=C

Jadi, B = C, atau kedua invers matrik tersebut tunggal.

Sifat-sifat invers matrik:

sebanyak n kali sebanyak n kali

a. (A+B)'=4"+B"
b. (4B)'=B'4"
c. (kA)'=(1/k)A", dimana k: skalar (bilangan riil)
-1
A A" =4 4435 &' =( ey J jikan=12K

Untuk mendapatkan invers suatu matrik, salah satu metode yang dapat dilakukan adalah
menggunakan matrik elementer.

Definisi: Matrik elementer adalah matrik bujursangkar yang diperoleh dari matrik
satuan yang sesuai, yang dikenai hanya oleh satu Operasi Baris Elementer.

Contoh Matrik Elementer:

o 1 0 0 1 0 =5 1 00
EI:[ ],E2:001,E3:01 0ol E=[00 0

0 -3
010 0 0 010

E, diperoleh dari matrik satuan berordo 2x2 yang dikenai satu Operasi Baris Elementer
yang pertama, yaitu mengalikan baris kedua dengan konstanta —3. E, diperoleh dari
matrik satuan 3x3 yang dikenai satu Operasi Baris Elementer yang kedua, yaitu
menukar baris kedua dengan baris ketiga. Sedangkan FE3 dikenai Operasi Baris
Elementer yang ketiga, yaitu Menjumlahkan kelipatan —5 baris ketiga dengan baris
pertama. Sedangkan matrik E4 bukan matrik elementer, karena tidak mungkin
melakukan operasi baris elementer sehingga matrik satuan menjadi matrik yang baris
keduanya menjadi baris nol.
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Perkalian matrik elementer dengan sebarang matrik yang sesuai dari sebelah kiri, akan
mempunyai pengaruh, sebagaimana melakukan operasi baris elementer terhadap matrik
tersebut.

Contoh:
1 3 0 -3 1 3 0 -3
Jika A= 0 2 -4 4|, didapat E,4=(-2 1 -1 5
-21 -1 5 0 2 -4 4

1r -2 5 =28
dan E;A=| O 2 -4 4
-2 1 -1 5

Perkalian matrik elementer dengan sebarang matrik asalkan memenuhi syarat perkalian
dua matrik dari sebelah kanan mempunyai efek sebagaimana operasi kolom elementer
dikenakan pada matrik tersebut.

Keistimewaan yang lain, setiap operasi baris elementer yang mengubah matrik satuan
menjadi matrik elementer, mempunyai lawan, yang mengubah matrik elementer
menjadi matrik satuan. Kenyataan ini ditabelkan di bawah ini:

OBE yang mengubah I menjadi E OBE yang mengubah E menjadi 1
Mengalikan satu baris dengan konstanta ¢#) | Mengalikan satu baris dengan //c
Menukar baris ke-i dengan baris ke-j Menukar baris ke-i dengan baris ke-j
Menjumlahkan kelipatan k& kali baris ke-i | Menjumlahkan kelipatan —k kali baris
dengan baris ke-j ke-i dengan baris ke-j

Setiap matrik elementer mempunyai invers dan inversnya adalah matrik elementer yang
diperoleh dari lawan operasinya.

Jika A matrik bujursangkar nxn, dan matrik A ekivalen baris dengan matrik satuan I,,
maka dapat ditemukan m matrik elementer, sehingga jika dikalikan dengan matrik A,
maka matrik A tersebut menjadi matrik satuan, misalkan:

Em EzElA:In
Karena setiap matrik elementer mempunyai invers, maka jika dilakukan perkalian
dengan invers masing-masing matrik elementer, didapat:

E/'Ey’ .. En' Em ... RE/A=E/'E;' L En I,

Atau

A=E/'E)! L En' I,
Persamaan di atas menyatakan bahwa matrik A mempunyai invers.

Sebaliknya jika A mempunyai invers, berarti dipenuhi hubungan:
A'A=T

Dengan mengambil
A'=E, .. BB,
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karena matrik invers tunggal, maka diperoleh, jika A mempunyai invers, maka A
ekivalen baris dengan matrik satuan 1.

Dari hasil di atas, cara praktis mendapatkan invers dari suatu matrik bujursangkar, yaitu
dengan melakukan serangkaian operasi baris elementer secara bersamaan antara matrik
A dengan matrik satuan I, dengan target mengubah matrik A menjadi matrik satuan I
dan akibatnya didapatlah perubahan matrik I menjadi matrik A™, jika A tidak bisa
menjadi matrik satuan, berarti A tidak mempunyai invers.

Atau digambarkan sebagai berikut:

[y
[ana] =[]

I

Contoh: Tentukan invers dari matrik berikut:

- 12 -3 7 4 1 =2
A:[3 1],3: -3 1 =2f,Cc=[3 1 -1
15 -3 7 —4 -2 0
Jawab
M M M
-1 21 0f|-p, |1 -2-1 0 1 -2-10
[4M]= M ~ ~ -
3101 31,0 1b=3 |07 3 1 )b,
M M
Lo=221 0(b+2b, |1 0=y %
0 1. Y 0 17 Y
— 1 2
JadiA‘1_|: % A]
A
M M
12 -3 7.1 0 0/, |[-3 1 =201 0
M M
[BM]=|-3 1 =20 1 0/b ~|12 =3 7.1 0 0|b,+4b ~
15 -3 7.0 0 1 15 =3 7.0 0 1|b,+5b,
M M
M M
-3 1 =20 1 0 -3 1 =2.0 1 0]|b —2b,
M M
0 1 -11 40 ~l0 1 -1.1 4 0|b,—b, ~
M M
0 2 =30 5 1|by,=2b, |0 0 -1-2 -3 1
M M
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[ M M
=31 0.4 7 =20b=b, =30 0 1 0 -l — ¥ b,
0 1 0.3 7 -1 ~l0 1 0.3 7 -1 ~
M M
0 0 -1-2 -3 1 0 0 -1-2 -3 1| —b,
I M M
[ M
1 0 0-4% 0
MA %
010 3 7 -1
M
001 2 3 -1
I M
=% 0 X
Jadi, B'=| 3 7 -1
2 3 -1
M M
4 1 =210 01p=b, |10 -1 -10
[cM]=| 3 1 -1,0 10 =31 -1 0|b, —3b, ~
-4 -2 00 0 1 —4 -2 0.0 0 1|b,+4b,
M M
M M
1 0 -1.1 -1 0 10 -11 —-10
M M
0 1 2 -3 4 0 ~[01 2-3 4 0
M M
0 =2 —4 4 —4 1|by+2b, |0 0 0 22 4 |

Karena baris ketiga berupa baris nol yang berarti pula A tidak ekivalen baris dengan
matrik satuan I, maka pada kasus ini matrik C tidak mempunyai invers.

Jika matrik koefisien dari suatu sistem persamaan linier mempunyai invers, maka solusi
sistem persamaan linier tersebut didapat dengan mengalikan invers matrik koefisien
tersebut dengan suku konstannya, yaitu:

AX=B, jika A’ ada, maka, X=A"'B

Contoh:
Tentukan solusi dari sistem persamaan linier, berikut:
12x + 6y + z = 3
-6x - 3y - z = 2
8& + 3y = -1
Jawab:
Matrik koefisien sistem persamaan linier di atas adalah:
12 6 1
-6 -3 -1
8 3 0

dan matrik suku konstannya:

Mahmud ‘Imrona Sekolah Tinggi Teknologi Telkom



Aljabar Linier Elementer 42

2
-1
Untuk mencari inversnya, bentuklah matrik lengkap yang diperbesar sebagai berikut:
12 6 1 1 00
-6 -3 -1 0 1 0|(b,+b, ~
8 3 0 0 0 1

karena target kita adalah mengubah matrik koefisien menjadi matrik satuan, maka
langkah paling mudah adalah dengan menjumlahkan baris kedua dengan baris pertama,
sehingga menjadi:

(12 6 1 1 0 0|p,—-2b, [0 O 1 -1 =2 0

6 301 10 ~6 3 0 1 1 O0|b,—-3b,~
|8 3 0 0 0 b, 200 -1 -1 1
”001—1— 001—1—20b3
030 4 4 -3 /b |:0 1 0 % % -1 ~
2 0 0 -1 -1 1 0 0 =% =) Xlb
(100 -)% -4 A

01 0 % % -1

001 -1 -2 0
Sehingga invers matrik koefisiennya adalah:

B AR

%o -l

| -1 -2 0

Jadi, solusi sistem persamaan linier adalah:
=% =% A3 |3

X=A"B=| % % -1||2|=|7%
-1 =2 0f|-1] |-7

Contoh khas:

Encoding dan Decoding pesan-pesan rahasia

Encoding merupakan kegiatan untuk menyembunyikan pesan, sehingga orang yang
tidak berhak tidak mampu mengetahui pesan yang sebenarnya, sedangkan encoding
adalah kegiatan untuk menterjemahkan pesan yang telah diencoding, sehingga dapat
diterima pesan aslinya.

Perhatikan urutan huruf-huruf berikut:
a b c d e f g h 1 ] k 1 m n 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

p q r S t u vV w X y z blank
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
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Pesan: “pergi ke pati ” oleh urutan huruf-huruf di atas disampaikan dengan pesan tanpa
encoding:

16 051807 092711052716 012009 27

Jika digunakan matrik encoding:

1 2

1 3

maka pesan terkirim menjadi:

[1 2][16 26| [1 2][18 321 1 2][9 63 st
= , = , = , ds

1 3]|5 31011 3|7 390711 3|27 89

didapat:

263132396389212659 754161 6389

Pada pihak yang menerima pesan, tentunya untuk bisa membaca pesan tersebut harus
mengubah pesan yang diterima dengan melakukan kegiatan decoding, yaitu dengan
mengalikan invers dari matrik encoding, yaitu:

3 =2[[26] |16 3 -21[32] [18 3 -2]]|63 9 dst
= , = 5 = Iy S
-1 1 ]|31 5 -1 11139 7 -1 1 [|89] |27
sehingga pesan didapat diketahui dengan benar.

Latihan:

1. Tentukan matrik elementer yang menyebabkan matrik elementer di bawah ini
menjadi matrik satuan (atau dengan istilah lain, invers matrik elementer):

0 0 1
a. E, =|0 1 0
1 00
(1 0 0
b. E,=|0 -3 0
0 0 1
(1 0 0
c. E;=|-1 10
|0 0 1

Untuk soal no. 2 sampai dengan 5 gunakan metode yang diberikan pada sub bab ini
2. Tentukan invers matrik di bawah ini, jika ada:

4 3
a. A=
o
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3. Tentukan invers matrik di bawah ini, jika ada:

c. C=|:1
-2
[—4
a. D=|-1
-2
[—1
b. E=|-3
E
[5 3
c. F=[3 2
4 2

4. Tentukan invers matrik di bawah ini, jika ada:

6
12
24

a. G=

5. Tentukan invers matrik di bawah ini, jika ada:

i

0 0 O
&8 0 0
&8 4 0
16 4 2
0 2 1
1 4 2
0 00
0 1 1
0 3 0
3 0 2
1 2 1
2 -1 =2

S = = = ©
S o = O O
oS = O O O

N N~ WD
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1 0 0 0 O

0 3 0 -10

b. M={7 -1 1 1 0

2 -2 0 1 0

3 -1 0 0 1

6. Tentukan invers matrik diagonal, di bawah ini:

30 0
D=(0 1 O
0 0 -2

7. Tunjukkan bahwa jika D matrik diagonal, maka D™ adalah matrik diagonal yang
entri-entri pada diagonal utama adalah invers dari entri-entri pada diagonal utama
matrik D.

B. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier menggunakan Invers Matrik
Jika Sistem Persamaan Linier:

AX=B
dengan matrik koefisien berbentuk bujursangkar dan mempunyai invers, maka Sistem
Persamaan Linier tersebut mempunyai solusi tunggal, yaitu:

A'AX=A"B

IX=A"'B

X=A"B
Akibat: jika A matrik bujursangkar dan mempunyai invers, sistem persamaan linier
homogen, AX=0 hanya mempunyai solusi trivial saja.

Jika diberikan beberapa Sistem Persamaan Linier, dengan matrik koefisien
bujursangkar, seperti:

AX=B;, AX=B,, ..., AX=Bx
Dan jika diketahui bahwa A mempunyai invers, maka penyelesaian serangkaian Sistem
Persamaan Linier yang demikian ini menjadi mudah dan cukup sedikit perhitungan
yang diperlukan, cukup mencari invers dan kemudian melakukan operasi perkalian
matrik, yaitu:

X=A"Bj, X=A"B,, ..., X=A"Bx
Dengan pengalaman ini, maka kita dapat memperbesar matrik lengkap kita untuk
beberapa Sistem Persamaan Linier untuk kasus matrik koefisien sebarang, yaitu:

[4N8, N, MM, |

Contoh:
2 1 3 0 -2 2

A=(1 1 2|, B,=|2|, B,=| 3 |, B,=| 0 | dan diketahui: AX=B;, AX=B.,
1 0 2 3 2 -2

AX=B;

a. Tentukan solusi SPL-SPL tersebut dengan cara menentukan terlebih dahulu A™
b. Tentukan solusi SPL-SPL tersebut menggunakan matrik lengkap yang diperbesar.

Mahmud ‘Imrona Sekolah Tinggi Teknologi Telkom



46

Aljabar Linier Elementer

l
l <
- N
< I +
b2_3 <
Q | S——
== 144 l_.l_.1
S - O 011_ N
|
SCSCETSE soso
N N en MMMlM N[
S — S O —
— o N e - < S — O
 C—
l _E._ —_ o O
< < t )
| —— | N
[ lw .lﬁ}
S |
@\l | I
S—SC3°s — T
N AN AN e\l —
o —~ o I

—_—— O

N~ — 2CECETE EUECETE

] — | —
—
M S = S — O
~
[. —_ 0 O — O O
< L l L I

Sekolah Tinggi Teknologi Telkom

}, sehingga solusi SPL-SPL tersebut:

-1
-1
1

-2
1
1

1

2
0
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Latihan:
1. Tentukan solusi SPL-SPL di bawah ini menggunakan metode perkalian dengan
invers matrik koefisien
-x + 3y — 2z = b
3x + 3z = b,
2x + y + 2z = b,

a. b1:7, b2:-3, b3:-1
b. b1=5, b2=2, b3=-2
C. b1:3, b2=O, b3:-1
d. b1=2, b2=5, b3=3

2. Tentukan solusi SPL-SPL di bawah ini menggunakan metode perkalian dengan
invers matrik koefisien.

x + 3y = b
2x + 6y + 4z = b,
-X + 2z = b,

a. b1:0, b2:-3, b3:0
b. b1=4, b2=2, b3=2
C. b1:-3, b2=0, b3:-1
d. b1=4, b2=5, b3=4

3. Tentukan solusi SPL-SPL pada soal no. 1 dengan menggunakan matrik lengkap
yang diperbesar.

4. Tentukan solusi SPL-SPL pada soal no. 2 dengan menggunakan matrik lengkap
yang diperbesar.

5. Tentukan solusi sistem persamaan linier di bawah ini, dengan menggunakan matrik
lengkap yang diperbesar:

X + y - z = a
2x — 3y + 2z = b
x -y + z = c

Jika a. a=1, b=0, c=0, b. a=0, b=1, c=0, c. a=0, b=0, c=1 {soal ini menyatakan
anda diminta mencari invers matrik koefisien dari sistem persamaan linier}

Latihan Campuran:
1. Selesaikanlah persamaan matrik di bawah ini:

-1 0 1
1 20

a. X1 1 0f=
-3 15

31 -1

b xm[z —23]+[—31x1x2= 2 4]
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[2 -2 2

< ; ; 5 +—2 SX 0 1 -1
C. X X=
2 127 0 2
-4 2 -2
& xmlo 1 1] s| 1 0 ]P0 2
. Xox3 2x3 0 - 03 2
1 10 0o 2 -1
2 3 1 1
€ 022X3X2[5 2:|:3
2 1
2 4 1 -4 2

. Tunjukkan syarat yang berlaku atas matrik A dan B sehingga: (A + B)* # A> + 2AB
+ B“, dengan catatan kedua matrik tersebut bujursangkar.

. Jika diberikan matrik A seperti di bawah ini, tentukan syarat a, sehingga matrik A
mempunyai invers, dan tentukan pula syarat untuk a, sehingga tak mempunyai
invers:

a.

. Jika invers —4A seperti matrik di bawah ini, tentukan matrik A

-1 1 -y
0 % -k
-n h =k

. Tunjukkan bahwa AB=BA jika dan hanya jika AB"'=B"'A
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DETERMINAN

A. Ekspansi Kofaktor

Determinan merupakan fungsi dari matrik bujursangkar, nxn, ke bilangan riil.

Ada beberapa definisi yang dikembangkan dalam rangkaian determinan ini, dua yang
terkenal adalah: menggunakan permutasi dan menggunakan kofaktor. Pendefinisian
menggunakan permutasi terkesan rumit, karena itu dalam tulisan ini menggunakan

definisi kofaktor yang bersifat rekursif (definisi menggunakan dirinya sendiri).

Lambang determinan matrik A adalah det(A) atau | A | .

Dari pelajaran di SMU, telah diketahui determinan dari matrik 2x2, sebagai berikut:

|4y A
det(4) = =a, Ay —apay
ay Ay
Lambang |...| dalam hal ini, bukanlah lambang nilai mutlak, tetapi lambang
determinan.

Dan untuk matrik 3x3, determinan didefinisikan, sebagai berikut:

a4 dp

det(A)=|a, a,, Gp|=a,,p03 + 01,0005 +a;30,5,05, — 030,05, — Q) Ay;05 — 50,y

cara penulisan di atas dapat diubah menjadi:

det(4)=

1+2 143

ap, (‘DHI (apayy —aynay,)+a,(=1) 7 (ayay, —aynay) +a; (1) 7 (ayay, —aya;y)

atau dapat ditulis sebagai:

a a a a a a
det(A)z all (_1)1+1 22 23 + alz (_1)1+2 21 23 + a13 (_1)1+3 21 22
3 33 31 33 as; dy
atau
det(4)=

242 243

(ay,ay, —apay)

a, (_1)2+1 (a,a5; —ajas,)+ay, ()7 (aa5; —aay) +a,(-1)
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a, dg 2421 A3 243|911 G2

det(4)= a, (~1)*" +ay(=1) +ay(=1)

a;  dj a; dasy as Ay
Dari kenyataan di atas, bahwa determinan suatu matrik dapat dicari dengan
menggunakan determinan matrik yang lebih kecil ukurannya (sub matrik), mendorong

didefinisikannya determinan secara formal di bawah ini yang bersifat rekursif:

Definisi: Misalkan Anxn=[a;], maka minor dari a; , yang dilambangkan oleh M;;, adalah
determinan dari sub matrik A yang diperoleh dengan cara membuang semua entri pada
baris ke-i dan semua entri pada kolom ke-j. Sedangkan kofaktor dari a;;, yang

dilambangkan oleh C;;, adalah (-1)"/M,;.

Contoh:

Tentukan minor dan kofaktor dari entri a1, az», a»3 dari matrik A di bawah ini:

2 =3 1
A=(0 -1 =2
4 5 -4
Jawab:
-1 -2 Semua entri pada baris ke-1 dan semua entri pada kolom ke-1, dibuang.
. ‘ ‘ = 14| Kemudian dihitung determinannya
5 —4
2 1 Semua entri pada baris ke-3 dan semua entri pada kolom ke-2, dibuang.
M, = 0 5 =—4 | Kemudian dihitung determinannya.
2 -3 Semua entri pada baris ke-2 dan semua entri pada kolom ke-3, dibuang.
M, 4 5 =22 | Kemudian dihitung determinannya.
C,=(-=D"M, =14 ) : : :
Pada penghitungan kofaktor pangkat dari —1 (minus satu) dari
C,, =(-1) 200 - (—4) =4 index entri, dan terlihat pula jika jumlah index ini genap, maka
327 2 " | kofaktor=minor, sedangkan jika ganjil kofaktor= (-1) minor

Cyp = (-1 3 M, =-22

Dengan telah terdefinisikannnya minor dan kofaktor, maka dapatlah didefinisikan

determinan, sebagaimana dalam definisi berikut:
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Definisi: Misalkan Anx,=[a;], determinan dari A didefinisikan sebagai berikut:
det(4) = a;1Ci1 + apCpt ...+ aimCiy

{karena baris ke-i menjadi acuan/ tetap, disebut: ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i}
det(4) = a1;Cyj+ arCoit ...+ ayCyy

{karena kolom ke-j menjadi acuan/ tetap, disebut: ekspansi kofaktor sepanjang kolom

ke-j}

Contoh:
Tentukan determinan matrik di bawah ini, dengan menggunakan ekspansi kofaktor

sepanjang baris atau kolom yang paling sedikit perhitungannya:

0 0 2 0
2 -3 4
31 =10
A= 0 5 6|, B=
0 3
-5 3 1
-3 4 1

Jawab:
Untuk memudahkan penghitungan determinan, pilih baris atau kolom yang paling

banyak memuat entri nol. Karena perkalian entri dengan kofaktornya menghasilkan nol.

Pada kasus matrik A, dapat dipilih ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-2 atau kolom
pertama.

{ekspansi kofaktor sepanjang kolom pertama}

det(4) = 2(=1)"! f +0(=1)*"' M, +(=5)(=1)*"!

5 -3 4

=164
3 5 6
{ekspansi kofaktor sepanjang baris kedua}

2+2 2
det(4) = 5(-1)**

4 2
1 + 6(_1)2+3

_3‘
=164
3

Pada kasus matrik B, pilih ekspansi kofaktor sepanjang baris pertama

det(B) =0C,, +0C,, +2C,, +0C,, =2C,; =2M ,

310
My=|2 0 =2 Yeaen)® Y-
v 3 4 1 41 -3 4
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sehingga det(B) = - 94

Latihan:

1. Tentukan minor dari semua entri dari matrik di bawah ini:

-1 2 2
c. |2 =3 0
1 -2 2

S G G S —y

\S B e i

NN

S O = N

2. Tentukan kofaktor dari setiap entri pada matrik soal no. 1

3. Tentukan determinan dari setiap matrik pada soal no. 1

B. Sifat-sifat Determinan dan Reduksi Baris
Sifat-sifat determinan:

1. det(AB)=det(A)det(B)

2. det(A")=det(A)

~ ~ O O

S = N A

Ll NS I SN ¢

3. Jika A matrik diagonal, maka det(A)=a;1a2...am {perkalian dari semua entri pada

diagonal utama}

4. Jika A matrik segitiga, maka det(A)=a;az;...an {perkalian dari semua entri pada

diagonal utama}
Jika Axn, maka det(kA)=k"det(A)
det(A™)=1/det(A)

© N W

Jika A memuat baris nol atau kolom nol, maka det(A)=0

Terhadap operasi baris elementer, determinan mempunyai sifat, sebagai berikut:

a. Jika A’ diperoleh dari A dengan cara mengalikan satu baris dari A dengan

konstanta k0, maka det(A’)=k det(A)

b. Jika A’ diperoleh dari A dengan cara menukar dua baris, maka det(A’) = -

det(A)
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c. Jika A’ diperoleh dari A dengan cara menjumlahkan kelipatan satu baris dengan
baris yang lain, maka det(A’)=det(A)
9. Jika A memuat dua baris yang saling berkelipatan atau dua kolom yang saling

berkelipatan, maka det(A)=0

Dengan menggunakan sifat-sifat di atas, penghitungan determinan dapat lebih
dipermudah, metode yang digunakan dinamakan metode reduksi baris, yaitu: dengan

tetap memperhatikan sifat-sifat determinan, matrik diubah menjadi matrik segitiga.

Contoh:

Tentukan determinan matrik di bawah ini, menggunakan reduksi baris:

2 -3 4
A= 0 5 6
-5 3 1
Jawab:
2 -3 4 Untuk memudahkan perhitungan, entri baris 1 kolom
— 1, lebih enak jika dijadikan satu. Salah satu caranya
det(A) 0 > 6 melakukan OBE ketiga. Pengaruh terhadap
-5 3 1|b; +2b, | determinan tidak ada.

2 =3 4b +2b,

Di atas —1 harus nol, dilakukan OBE yang ketiga

=0 5 6 untuk b;. Pengaruh terhadap determinan tidak ada

-1 -3 9

-9 22/b, +2b, Pivot lebih enak jika bernilai satu atau minus satu,

_ 5 karena itu dilakukan OBE yang ketiga antara b; dan
B b,. Pengaruh terhadap determinan tidak ada.

-1 -3

1 34
Di bawah pivot harus nol, maka dilakukan OBE yang

=10 5 6|b, —5b, ketiga antara b, dan b,. Pengaruh terhadap determinan

-1 =3 9 tidak ada.

0 1 34 b3 Untuk membentuk matrik segitiga, maka dilakukan

_lo 0 —164 OBE yang kedua, yaitu menukar b, dengan b;.

Pengaruh terhadap determinan —1.
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-1
=—0 O
0 1

-3 9

-1 -3 9
=—(=)0 1 34
0 0

= —(=)(-D1(~164) = 164

—164| b,
34 |b,

Dan sentuhan terakhir, agar menjadi matrik segitiga,
dilakukan OBE kedua, yaitu menukar b; dan b,.
Pengaruh terhadap determinan —1.

Matrik determinan telah berbentuk matrik segitiga,
sehingga determinan mudah dihitung.

—164

Penggunaan metode reduksi baris dan ekspansi kofaktor secara bersamaan,

menyebabkan penghitungan determinan suatu matrik menjadi lebih mudah lagi. Hal ini

diperlihatkan pada contoh di bawah ini:

Contoh:

Tentukan determinan matrik di bawah ini;

0O 0 2 O
31 =10
B=
2 0 2 3
-3 4 2 1
Jawab:
0 0 2 0 Pada baris satu memuat nol yang terbanyak, karena itu
31 -10 dilakukan ekspansi kofaktor sepanjang baris pertama
p panjang p
det(B) =
2 0 2 3
-3 4 2 1
310 Determinan sub matrik B, pada kolom kedua memuat
=2-D"|2 0 3 entri satu dan nol, karena itu dilakukan oleh OBE
ketiga antara b, dan b
~3 4 1b,—4b, ¢ L
3 10
Kolom kedua memuat nol terbanyak, lakukan
=2-D"2 0 3 ekspansi kofaktor sepanjang kolom kedua
-15 0 1

22(_1)1+31'(_1)1+2

=-2(2-3(-15))

-15

3‘ Karena perhitungan determinan matrik 2x2, mudah,

1

maka lakukan perhitungan secara langsung
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=-94

Latihan:

1. Hitung determinan matrik di bawah ini, menggunakan reduksi baris.

4 3
a
-2 3
[ 5 2 3]
b. |2 0 3
-7 3 2]
[3 4 —5]
c. 2 3 1
4 3 2]

2. Hitung determinan matrik di bawah ini, menggunakan metode campuran, yaitu

SRR SR X
NN

gabungan metode reduksi baris dan ekspansi kofaktor.

3 401
3 200
a.
3 4 5 2
-2 3 3 4
(5 5 0 1
o 1.0 2
b. g
0 3 40
(2 3 20
(1 1 1 -1
1 1
c.
2 3 -4
2 1 2
a b c
3. Jika diketahui: |d e f|=-12, hitunglah
g h i
a b ¢
a. |2d 2e 2f
g h i

* 0o X

EEN \O B VS BN

—_— N = O W

AW N~ &

S0

X X © ©
N

wn = A O

O = O B

~

oS O O

W W W DN
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a b c 3a 3b 3¢
c. g h i e. |[d+2a e+2b f+2c
a+d b+e c+f -veg —-)ph =Xi
d e f
d. | —a -b —c
g—2d h-2e i-2f

-3 1 -1 -1 3 =2
4. Jika A=(15 -6 S5 |dan B=|3 0 3 |hitunglah:
-5 2 =2 2 1 2
a. det(A) d. det(A)det(B) g. det((AB)™")
b. det(B) e. detBA™) h. det((AB)")
c. det(AB) f. det(B") i. det(B?

5. Diketahui matrik A dan B berordo 4x4, det(A)= - 12 dan det(B)=3/4, hitunglah:
det(A2BA'B*B™)

C. Aturan Cramer
Definisi: Misalkan Ax,=[a;j], Cij adalah kofaktor dari entri a;;, matrik:
Cll ClZ A Cln
C21 C22 A C2n
M M M
c, C, AN C,

nl
disebut matrik kofaktor. Transpos matrik kofaktor A disebut matrik adjoin A ditulis
adj(A).

Contoh:
Tentukan matrik kofaktor 4 dan matrik adj(4):

1 2 3
A=|-3 -2 0
4 5 -4
Jawab:
-2 0 2 3 2 3
C, = =8, C, =— =23, C, = =6
5 -4 5 -4 -2 0

Mahmud ‘Imrona Sekolah Tinggi Teknologi Telkom



Aljabar Linier Elementer 57

c, = °l-_i2 e =" Pl=-16 Co=1' =9
12 4 —4 ) 274 _4 ) 32 3 0
C_—3 —2_7 c - 1 2_3 c |1 2_4
13 4 5 - 5 23 4 5— ) 33 _3 _2_
8 —-12 -7 8 23 6
Matrik kofaktor 4 adalah|23 —-16 3 |, sehingga adj(4)=|-12 —-16 -9
6 -9 4 -7 3 4

Dengan telah terdefinisikannya matrik adjoin, maka didapat cara lain menghitung
matrik invers dengan menggunakan matrik adjoin. Untuk itu perlu dihitung jumlah dari

perkalian antara entri dan Kofaktor yang tidak seletak.

Pandang dua matrik berikut ini:

a;; 4 4g a;, 4dp d4j

— '
A=|a, a, ay|, A=|a, a, ay
sz ds 4y a,, 4y d4j

Pandang dua ekspresi berikut ini:

b1 = anCs + anCsn +ainCs

by =anCh +anChin+aiCiss
Karena matrik 4 dan 4" seperti di atas maka, C3;=C"3;, C3,=C "3, dan C33=C"33,
akibatnya b;=b,, sedangkan b,=det(4 ). Dikarenakan matrik 4’ memuat dua baris yang
saling berkelipatan, maka det(4 ')=0, sehingga b,;=0.

Dan dengan melakukan hal yang sama untuk matrik berordo nxn, maka dapat diambil
kesimpulan jumlah dari perkalian antara entri dan kofaktor yang tidak seletak adalah

nol.

Berikut akan dihitung 4 adj(4) (matrik A dikali dengan matrik adjoin A):
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a, a, A aq,|C, C A C,

a A a C C A C
T R EA

anl anZ A ann Cln CZn A Cm't

[ n n
Zalkclk ZalkCZk A Zalkcnk
k=1 k=1

Zazkclk Zazkczk A Zazk Cox
k=1 k=1
M M M

n

n
a,Cy a,Cy A a,C.,
k=1 k=1

secara umum entri pada matrik di atas dapat ditulis, sebagai berikut:
in " jn

n
bij:Zaiijk =a,C, +a,C,+K +a,C
k=1

Jika i#7, maka seperti hasil di atas didapat b;=0.
Jika i=j, maka ekspresi di atas b;=det(A).

Sehingga :
det(A) 0 A 0
. 0 det(4) A 0
A adj(4)= =det(A)]
M M M
0 0 A det(A4)

Sehingga:
A adj(A)=det(A)],
jika det(A)=0, maka didapat:

A7 dadid)— = 47T
det(A)

N
A= G 29

Contoh:

Dengan menggunakan rumus di atas, tentukan A™' dari matrik di bawah ini:

Mahmud ‘Imrona Sekolah Tinggi Teknologi Telkom



Aljabar Linier Elementer 59

1 2
A=|-3 =2 0

4 5 -4
Jawab:

Matrik adjoin A sudah dihitung di atas, sehingga cukup dihitung determinan matrik A.

1 2 3 1 2 3
det(A)=|-3 -2 0|b,+3b,=0 4 9 |=1
4 5 —4b,—4b, [0 -3 —16
-8/ 23/ -6
. A %7 ~Ph %
Al = adi(A)=——|-12 -16 —-9|=|12 16 9/37
deica) Va7 73 a4l |9 —é7 —il
T “Hr ¥

‘49

=-37
-3 -16

Jika sistem persamaan linier, berbentuk AX=B, dengan matrik koefisien mempunyai
invers, maka dapat diselesaikan dengan cara, sebagai berikut:

X=A"'B

det(A) adj(4A)B

_ 1 C12 sz A an bz
det(4)| M M M| M
c, C, A C, |b

| ~1n

n

[b,C,, +b,C,, +K +b,C,,

Yo 1 bC,+b,C,, +K +b C, ,
det(A) M

|bC,, +b,C,, +K +b,C,,

Xy 7

e

Jika X =| 2 ,maka x, =-—"——
M det(4)
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Untuk memudahkan mengingatnya, bentuklah matrik 4/, yaitu matrik yang diperoleh
dari matrik 4 dengan cara mengganti semua entri pada kolom ke-j dengan suku konstan

B, seperti berikut ini:

a, a, A Aoy b, Ay A a,
4 = a, ap A Ay mn b, Ay s A a,,
Y M M M M M M
anl an2 A an(j—l) bn an(j+l) A ann
Sehingga didapat:
det(4,)=>b,C,
i=1
berarti:
det(A4.
X, = (’),untukj=1,2,...,n
det(A)

Aturan pencarian solusi sistem persamaan linier di atas disebut: aturan Cramer.

Contoh:

Tentukan x dan z dari Sistem Persamaan Linier di bawah ini, menggunakan aturan

Cramer:

-2x + 3y - z = 4
3x + 2y + 3z =1
2x -y + 3z = 2

Jawab:

Bentuk persamaan matrik (AX=B) dari sistem persamaan linier di atas, adalah:

-2 3 —1lx] [4
32 3|yl=|1
2 -1

3

2

3|z _2
-2 -1/b,+3b, 4 0 8 e
det(A)=| 3 3\b,+2b,=]7 0 9 =(—1)(—1)‘7 9‘ =-20
2 -1 3 2 -1 3

Karena yang diminta x, yang dalam sistem persamaan linier dinyatakan sebagai anu
yang pertama, maka dibentuk A, yaitu matrik A yang semua entri pada kolom pertama

diganti suku konstan.
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4 3 —1b+3b, 10 0 8 o s
det(A)=|l 2 3|b,+2b,=|5 0 9=(—1)(_1)‘5 9‘:50
2 -1 3 2 -1 3

Karena yang diminta z, yang dalam sistem persamaan linier dinyatakan sebagai anu
yang ketiga, maka dibentuk A, yaitu matrik A yang semua entri pada kolom ketiga

diganti suku konstan.

—2 3 4b,+3b, |4 0 10 4 10
det(A)=|3 2 1by+2b,=[7 0 5|=(-D-)], 5‘:_50
2 -1 2 2 -1 2

(_det(4)_ 50 _ 1
det(4) -20 2

_det(4) -50_1
det(4) -20 2

Latihan:

1. Tentukan matrik kofaktor dan matrik adjoin dari matrik-matrik di bawah ini:

(2 3 [0 0 2 2]
“ —1] 0 0 2 1

- d.

5 0 3 -1 1 1 -1
b y s (2 2 1 2]

1 3 2 [2 2 0 0]

_ 2 10

-1 2 3 N
c. |0 21 5 1 9 o

13 20 - -

2. Tentukan invers matrik di bawah ini, menggunakan metode yang dijelaskan dalam

sub bab ini.

[4 2 1 -1 1
a.

-1 2 c. [0 1 -1

1 o 1 1 1
b 2 2 1

-1 -1 1
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0 1 1 2 2 2 =2

1 0 0 1 -2 0 2 2
d. e.

-1 1 0 1 2 2 0 2

-1 -1 10 2 -2 2 0

Untuk no. 3 sampai dengan 6, gunakan Aturan Cramer.
3. Tentukan x, dan y, dari sistem persamaan linier berikut:
2x + Sy + 3z =
-x + 2y + z =2
x + y 4+ z =0
4. Tentukan x, y, dan z dari persamaan matrik berikut:
2 3 -1]x] [3
2 3 2|y[=|0
4 1 -1z 5

5. Tentukan solusi persamaan matrik:

[2 -1 1 —-4x] [-32
72 9 -1|y| |14
3 -1 1 1|z | n
1 1 -4 —2fw| [ -4

6. Tentukan o, B, dan v, dari sistem persamaan linier berikut:

2sinoc - cosf + 3tany = 3
4sind + 2cosf - 2tany = 2
6sine - 3cosf + tany = 9

7. Gunakan aturan Cramer untuk menentukan X, y, z dan w dari sistem persamaan

linier berikut:

3x + 2y - z + 3w = 2
4x + Sy + 2w = 0
3x + 2y + 4z - 3w = -5

6y + 2z + w = 4

8. Tentukan A, sehingga matrik A menjadi matrik singular:

2-A 2 0 0

-~ 2 0
2 2-A O 0
a. A= 2 1-A 0 b. A=
0 0 1-A
0 0 -
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9. Tanpa menghitung determinan secara langsung, tunjukkan bahwa

sina cosor  sin(o+9)
sinf8B cosf sin(f+0)=0
siny cosy sin(y+9)

a c 0 0
. b d 0 0] . : : .
10. Matrik yang berbentuk A= 0 0 disebut sebagai matrik blok diagonal,
e g
0 0 f nh

karena matrik tersebut dapat dibentuk oleh blok-blok sub matrik yang memenuhi
) , a c e g .
pola diagonal. Jika B= |:b d:| dan C= |:f h:| , tunjukkan bahwa det(A) =

det(B).det(C).
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RUANG VEKTOR

A. Ruang-n Euclides

Konsep generalisasi dari vektor R? atau R’ dikembangkan pada sub bab ini. Seperti
yang telah diketahui sebuah vektor di R” dinyatakan oleh sepasang bilangan terurut
u=(u;, u), begitupun vektor di R’ dinyatakan tiga bilangan terurut u=(u;, u, us).
Permasalahan mulai timbul setelah R?, apakah perlu dikembangkan R*, dan bagaimana
visualisasinya. Jawabnya tentu perlu dikembangkan ke R, R’, bahkan sampai R". Hal
ini dapat dilihat pada Sistem Persamaan Linier yang telah dibicarakan pada sub bab
sebelumnya, yang ternyata permasalahan vektor bukan hanya sampai R’, melainkan
sampai R". Masalah visualisasi tidak dapat dilaksanakan, karena dunia ini hanya disusun
oleh konsep tiga dimensi.

Definisi: Sebuah vektor di R", dinyatakan oleh n bilangan terurut, yaitu u=(uy, uy, ..., uy)

Pada R? atau R®, sebuah urutan bilangan di atas bermakna, yaitu sebagai titik atau
sebagai vektor. Dalam R", keduanya dianggap sama, sehingga R" merupakan
generalisasi titik sekaligus generalisasi vektor.

Vektor nol: yaitu vektor yang semua entri-nya nol, misalkan 0=(0, 0, ..., 0)

Misalkan u, v €R", dua vektor disebut sama, atau u = v, jika dan hanya jika u;=vy,
W=Va, ..., U=V, {semua entri yang seletak sama}

Operasi-operasi pada vektor di R"

1. Penjumlahan

Misalkan u, v e R", didefinisikan :

u+v=(utvy, uytvy, ..., Uy tvy) {entri yang seletak dijumlahkan}

Contoh:

Misalkan u=(2, -1, 9, 3, 4), v=(1, -2, 3, -2, 1, 0), w=(5, -8, 2, 3, 4, 5)
u + v = tidak terdefinisi, karena u € R’ , sedangkan ve R®

v +w=(1+5, (-2)+(-8), 3+2, (-2)+3, 1+4, 0+5)=(6, -10, 5, 1, 5, 5)

2. Perkalian dengan skalar
Misalkan ueR" , k skalar, didefinisikan :
kua = (kuy, kuy, ..., kuy,) {setiap entri dikalikan dengan skalar}

Contoh:
Misalkan u=(2, -1, 9, 3, 4),
-3u=(-6, 3, -27, -9, -12)

Akibat dari didefinisikannya perkalian dengan skalar, maka didapatlah operasi
pengurangan, yaitu:
u-v=u+(-v)y=u-+(-1l)v
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Sifat-sifat penjumlahan dan perkalian dengan skalar
Misalkan u, v, w e R" | k, [ skalar, berlaku:

a. utv=v+t+u {komutatif}

b. (u+v)+tw=u+(v+w) {asosiatif}

cC. uto=o0+tu=u {anggota identitas}

d ut+(-u)=(u)+tu=o {invers anggota}

e. k(u+v)=ku+kv {distributif terhadap skalar}

f. (kthu=ku+lu {distributif terhadap skalar}

g. (khu = k() {asosiatif perkalian dengan skalar}
h. l.Lu=u {perkalian dengan skalar 1 (satu)}

Kedelapan sifat di atas nantinya akan diambil sebagai sebuah kebenaran (aksioma) dan
ditambah dengan dua aksioma ketertutupan dipakai untuk mendefinisikan ruang vektor.

3. Hasil Kali Titik (hasil kali dalam Euclides)
Misalkan u, v e R", didefinisikan :
uev=uv;+uvyt .. tu,v, {jumlah dari semua hasil kali entri yang seletak}

Contoh:

Misalkan u=(2, -1, 9, 3, 4), v=(1, -2, 3, -2, 1, 0), w=(5, -8, 2, 3, 4, 5)

u ¢ v = tidak terdefinisi, karena u € R’ , sedangkan ve R®
vew=15+(-2).(-8) +32+(-2)3+14+05=5+16+6-6+4+0=25

Sifat hasil kali titik.

Misalkan u, v, w e R" , k skalar, berlaku:

a. uev=veu {komutatif}

b. ue(vtw)=uev+tuew) {distributif}

c. k(uev)=(ku)ev=ue (kv) {kehomogenan}

d. ueu>0,jikau#o,dan ueu=0,jikau=0 {kepositifan}
Keempat sifat di atas nantinya akan diambil sebagai kebenaran (aksioma) untuk
membentuk definisi hasil kali dalam.

4. Norm/ Besar/ Panjang Vektor

Dari sifat d, dijamin bahwa hasil kali titik antara vektor dengan vektor itu sendiri tak
negatif, karena itu dapat digunakan untuk mendefinisikan norm/ panjang vektor.
Misalkan ue R" didefinisikan :

Tu7=(ue u)l/2 {akar dari hasil kali titik dengan dirinya sendiri}

Contoh:
Misalkan u=(2, -4, 9, -2, 4), maka
Tu7=2.2 + (-4).(-4) + 9.9 + (-2).(-2) + 4.4)"* = (4 + 16 + 81 + 4 + 16)* =11

5. Sudut antara dua vektor

Secara geometri kita tak mampu menggambarkan (memvisualisasikan) vektor R",
karena itu sudut diantara dua vektor pun, bukanlah sudut dalam makna yang dapat
digambarkan demikian itu. Melainkan sudut dalam makna yang di dalam ide saja.
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Misalkan u, v eR" , didefinisikan sudut diantara vektor u dan v, dinyatakan sebagai
cosinusnya:

cosf = oV , Jika u#0 dan v£o
Jufllv
Contoh:
Misalkan u=(2, -1, 9, 3, 4) dan v=(1, -2, 3, -2, 1)
uev 2+2+27-6+1 26 26
cos 6= =

(V] Va+1+8149+161+4+044+1 111419 2109

6. Jarak antara dua vektor

Hasil lain dari sifat d, dapat digunakan mendefinisikan jarak antara dua vektor.
Misalkan u, ve R" didefinisikan :

d(u, v)=Tu - v7 = ((u -v)e (u -v))" {norm dari u dikurang v}

Contoh:
Misalkan u=(2, -4, 9, -2, 4) dan v=(1, -2, 0, 2, 3), maka
d(u, v)=Tu - vI=7(1, -2, 9, -4, 1)7=(1.1 + (-2).(-2) + 9.9 + (-4).(-4) + 1.1)"?= (103)""

Himpunan dari semua vektor di R", yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan,
perkalian dengan skalar, dan hasil kali titik yang telah didefinisikan di atas disebut
ruang n Euclides.

Proyeksi Ortogonal

Misalkan u, ve R" , maka proyeksi ortogonal u pada v adalah:
uev

proyyu= v

vey
komponen u yang ortogonal pada v = u - proyyu

Latihan:
1. Misalkan u=(0, -1, 2, 3, 4), v=(1, 2, -3, 2, 1), w=(4, 2, 1, -3, 2), hitunglah:
a. ut(v+tw)

b. 2u+3v
c. 3u-+2v
d ut+tQ2v-—w)

e. 3v+2u) -6w

2. Jika u, v, dan w pada soal no. 1, hitunglah:
Ta7+7v7

7-2u7+73v7

Tut+2v7+7-4w7

Tu+2v-w7

d(v, w)

d(u +v, w)

cosinus sudut antara u dan w

cosinus sudut antara u + v dan w

S0 0 a0 o
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3. Jika u, v, dan w pada soal no. 1, hitunglah:

a. proyuv
b. proywu

c. komponen w yang ortogonal pada u.
d. 7proyyu7

e. komponen u yang ortogonal pada v.

4. Tentukan a, b, dan c, sehingga u = (a, -1, 0, 1) ortogonal pada v=(3, b, 1, -1), dan
w=(1, 1, -1, ¢), begitupun v ortogonal pada w.
5. Tentukan k, sehingga sudut antara u = (1, 1, -1, 1) dan v = (k, 1, 2k, 0) sebesar m/3.

B. Ruang Vektor

Seperti yang telah dinyatakan sebelumnya dengan melihat bahwa vektor R" dan matrik
Mnxm yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar
mempunyai sifat yang sama, kenyataan ini mendorong didefinisikannya ruang vektor
berikut:

Definisi: Misalkan V himpunan yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan
perkalian dengan skalar (dalam hal ini skalar adalah bilangan riil). V disebut ruang
vektor, jika memenuhi sepuluh aksioma berikut:

Untuk setiap u, ve V, berlaku u + ve V {tertutup penjumlahan}
Untuk setiap u, ve V, berlakuu +v=v +u {komutatif}
Untuk setiap u, v, we V, berlaku (u + v) + w=u+ (v +w) {asosiatif}

Ada o eV, dan berlaku u + 0 =0 +u=u, untuk setiapu €V {anggota identitas}
Untuk setiap u € V, ada -u € V, dan berlaku u + (-u) = (-u) + u = o {anggota invers}
Untuk setiap ue V dan setiap k €R, berlaku ku e V {tertutup perkalian skalar}
Untuk setiap u, ve V dan setiap k € R, berlaku k(u + v) = ku + kv {distributif skalar}
Untuk setiap ue V dan setiap &, / €R, berlaku (k+l)u = ku + lu {distributif skalar}
9. Untuk setiap ue V dan setiap &, [ € R, berlaku (k/)u = k(/u) {asosiatif skalar}
10. Untuk setiap ue V, berlaku 1.u =u {perkalian dengan skalar 1}
Anggota ruang vektor disebut vektor.

b AN i e

Dengan definisi ruang vektor yang demikian ini, maka istilah “vektor” menjadi sangat
luas, sebuah matrik ataupun fungsi menjadi vektor juga, sepanjang sehimpunan matrik
atau fungsi yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar,
memenuhi kesepuluh aksioma di atas.

Contoh:

Tentunya dikarenakan kesepuluh aksioma tersebut diambil dari vektor R" dan matrik
Mnxm yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang biasa
(standar), maka R" dan matrik M, adalah ruang vektor

Contoh yang lain:
Himpunan semua polinom berderajat maksimal n yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar yang biasa yang dilambangkan dengan P,,.
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Bentuk umum polinom adalah: ap+a;x + a2X2+ ..+a,x", dimana ao, aj, as, ...,a, konstanta
riil, dan a,#0, disebut polinom berderajat n.

Operasi yang biasa pada polinom:

Misalkan p= ag+a;x + ax >+ .tapx”, @= botbix + box?+ .. +b,x".

p +q = (aot+ bo)+H(a;+ by)x + (ayt+ bo)x*+ ... H(a,+by)x"

{koefisien yang seletak dijumlahkan}

kp= kagtka,x + kax*+ .. +kapx" {setiap koefisien dikalikan k}

Contoh:
p=1-i—2x—3xz—x3+2x4
q=>5+4x>+2x - 2x*
p+q=6+2x+x2+x3

3p =-3—6x +9x* + 3x° — 6x*

Bukti: (bahwa P, ruang vektor)

1. Ambil p, q € Pn, berarti dapat diuraikan sebagai : p=apt+a;x+ayx’+...+ax",
q=botb x+brx*+.. +b,x"
p+q=(a0+a1x+a2x2+...+anx“)+(bo+b1x+b2x2+...+bnxn) {sifat asosiatif bilangan riil}
p+q=(ao+ bo)+(ai+by)x+(aytby)x*+...H(antbn)x" {agtby, a1+by, aytby, ..., aytby
konstanta riil}
. ptqe P,

2. Ambil p, q € Pn, berarti dapat diuraikan sebagai : p=apt+a;x+ax’+...+ax",
q=botb x+byx*+.. +b,x" p+q=(ag+ bo)+(a;+b;)x+(ar+by)x*+...+(ay+b,)x"
{sifat asosiatif bilangan riil}
prq=(bo+ao)+(b+a,)x+(bytar)x*+...+(byta,)x" {sifat distributif bilangan riil}
p+q=bo+ao+b1x+a1x+b2xz+a2xz+...+bnxn+anxn {sifat asosiatif bilangan riil}
prq=(bo+b x+box*+...+b,x")+ (ag+ta;x+asx>+...+a,x")

S Pra=qTp

3. Ambil p,q,re P, berarti dapat diuraikan sebagai: pzao+alx+azxz+...+anxn,
q=botb x+box*+.. +bpx",
I = cote XHCox .. e, X"
(ptq)+r=((ao+ bo)+(a;+b))x+(aytby)x*+...4(an+by)x" JH(cote x+eox ... +cpx")
{distributif bil. riil}
(pHq)+r= agta;x+arx+...+anX"+ botb x+box ... +bpx ™+ cote x+ex .. A"
{asosiatif bil. riil}
(p+q)+r= agta;x+arx’ +...+a,xH(bo+b x+box*+...+byx™+ cote x+eox ... Fepx")
{distributif bil. riil}
(p+q)+r= agta;x+arx +...+anx"+H((botco)Hbi+c) )x Hbatcy)x* .. +H(byten)x")
~(ptq)tr=p+(q+r)

4. Ada o€P,, yaitu 0=0, dan ambil q € P,, berarti dapat diuraikan sebagai :
q=apta;x+ax*+...+a,x",
0+q=0+apta x+ax+... +a,x" = ag+a x+ax’+...+ax"=q
q+o= agta ;x+ax +...+ax"+0= apta;x+ax’+... +ax"=q
~.qto= o+q=q
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10.

Ambil peP,, berarti dapat diuraikan sebagai : p=ao+a1x+a2x2+...+anxn, ada -peP,,
yaitu

-p=(-1)(ag+a;x+arx’+...+a,x")=-a9-aX-arX -...-apX"
p+(-p)=(a0+a1x+a2x2+...+anxn)+(-a0-a1x-a2x2-...-anxn)

{asosiatif dan distributif bil. riil}

PH(-p)=(ap-20)+(a1-a1)x+(82-82)x +...H(an-2n)x"=0=0
-pHp=(-ap-a;X-asX"-...-anx")H(ag+a;x+arx*+...+a,x")

{asosiatif dan distributif bil. riil}
-prp=(-aptao)+(-a;+a;)x+(-ar+a))x*+...+(-ay+a,)x"=0=0

. pH(-p)=-ptp=o

Ambil peP,, berarti dapat diuraikan sebagai : pzao+alx+azxz+...+anxn ambil ke R,
maka

kp=k(ao+a, X+ax>+.. +ax")= kagtka x+kasx*+... +kanx”,

karena kay, kai, kay, ..., ka,e R, maka

- kpeP,

Ambil p, q € P, berarti dapat diuraikan sebagai : p=a0+alx+azx2+...+anxn,
q=bo+bx+b,x*+...+b,x"
ambil ke R, maka

k(p+q)= k((ag+ bo)+H(a;+by)x+H(axtby)x*+...+(apt+by)x") {distributif bil. riil}
k(p+q)=k(ag+ bo)+k(a;+by)x+k(aytby)x*+... +k(astby)x" {distributif bil. riil}
k(p+q)=(kag+kbo)+(kar+kb )x-+(kaytkby)x*+.. H(kaytkby)X"  {distributif bil. riil}
k(p+q)=kag+kbotka x+kb x+ka, x> +kbox*+... +hanx"+hb,x" {asosiatif bil. riil}

k(p+q)=(kao+hka x+kayx*+...+kax"y+(kbo+ kbyx+ kbyx*+...+kb,x")
{distributif bil. riil}
k(p+q)=k(agtarx-+rax +...+anx") Hh(bo tbix +byx ... +byx")
~k(ptq)=kp+kq

Ambil pe P,, berarti dapat diuraikan sebagai : p=ao+a1x+a2x2+...+anxn, k, leR,

(k+Dp=(k+1)(ap+arx-+arx’+...+apx") {distributif bil. riil}
(k+Dp=(k+Dag+(k+Darx-+(kH)ax +.. +(ktH)anx" {distributif bil. riil}
(k+Dp=kao+lag+ka x+layx+kax+lax +...+kanx"+la,x" {asosiatif bil. riil}

(ktl)p=(kagtka x+ka,x*+... +kanx"y+(lag+ lax+Hax +...+lax")  {distributif bil. riil}
(kD) p=h(ag+ta;x+ax’+.. +a,x")+ l(agta; x+ax’+...+a,x")

-~ (k+Dp=kp+ Ip

Ambil pe P,, berarti dapat diuraikan sebagai : p=ao+a1x+a2x2+...+anxn, k, leR,
(klyp=(kl)(ap+arx+arx’+..+a,x") {distributif bil. riil}
(kp=(kl)ao+(kl)aix+(kD)arx’+...+(kl)anx" {asosiatif bil. riil}
(kl)p=k(la0)+k(la1)X+k(laz)X2+...+k(lan)Xn {distributif bil. riil}
(kD)p=k(lag+la;x+lax*+...+1a,x")

~.(kDp=H(lp)

Ambil pe P, berarti dapat diuraikan sebagai : p=ao+a1x+a2x2+...+anxn,
1.p =1.(ag+a;x+ax>+...+a,x") {sifat bilangan riil dikali satu}
1.p= agta;xtax +...tax"
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- L.p=p

.. P, ruang vektor

Contoh: (himpunan vektor nol)
O={o} yang dilengkapi dengan penjumlahan dan perkalian skalar yang biasa, termasuk
ruang vektor, karena memenuhi sepuluh aksioma ruang vektor.

. 0to=0¢€ O.
. 0to=0+t0=o0

(0+0)+to=0+(0+0)=0

1
2
3
4. adao e O, yang bersifato+o=0+0=0

5. jika o € O, maka selalu ada —o=o0€ O, sehingga o +(-0) =-0+0=0
6.
7
8
9
1

ko=0€ O

. (lo+o)=ko+ko=0+0=0

(kthHo=ko +lo=0
(kl)o = k(lo)=o

0.lo=o

Contoh: (vektor di bidang yang melalui titik asal)

Persamaan bidang yang melalui titik asal adalah: ax + by + cz = 0.

Himpunan semua vektor R’ di bidang yang melalui titik asal dinyatakan oleh: P = {(x,
y, z) R’ | ax + by + ¢z = 0} yang dilengkapi dengan penjumlahan dan perkalian skalar
yang biasa di R’, merupakan ruang vektor.

1.

8.

9.

Ambil u=(uj, uy, uz), v=(vi, vz, v3) € P, berarti memenuhi: au;+bu,+cu3;=0 dan
av+bv,+cv;=0, jumlah dari kedua persamaan ini, didapat:
(aujt+buytcus)t+(av;+bvy+cevs)=0 atau a(u;+v)+b(uy+vy) +c(ust+ v3)=0, yang berarti
utveP

Ambil u=(u;, uy, u3z), v=(vy, vz, v3) € P, dan karena u, v juga anggota R®, maka
terpenuhilah aksioma ke 2.

Ambil u=(uy, uy, uz), v=(vi, vz, v3), w=(wj, wa, w3)€ P, begitu pula u, v, dan w juga
anggota R*, sehingga dipenuhi aksioma yang ke 3.

Ada o =(0, 0, 0)e P, karena a.0+b.0+c.0=0, dan karena o juga anggota R’, maka
memenuhi aksioma ke 4.

Ambil u=(u;, up, uz)e P, ada -u=(-u;, -up, -u3) € P, karena a(-u;)+b(-u,)+c(-u3z)=-(
au;tbu; + cuz) = -0=0. Dan dikarenakan u dan —u ini juga anggota R’, maka
dipenuhi aksioma yang ke 5.

Ambil u=(u;, up, us)e P, akan ditunjukkan bahwa kueP, berarti akan diperlihatkan
(kuy, kuy, kus) memenuhi persamaan bidang,
a(kuy)+b(kuy)+c(kus)=k(au;+buy+cus)=k.0=0

Ambil u=(uy, uy, u3), v=(vi, v2, v3) € P, ambil k skalar, karena u, v juga anggota R,
dan £ skalar riil, maka dipenuhi aksioma ke 7.

Ambil u=(uy, uy, u3) € P, ambil £, / skalar, karena u juga anggota R3, dan k, [ skalar
riil, maka dipenuhi aksioma ke 8.

Ambil u=(u;, up, us) € P, ambil £, / skalar, karena u juga anggota R3, dan £, [ skalar
riil, maka dipenuhi aksioma ke 9.

10. Ambil u=(uy, uz, u3) € P, l.u=u
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Contoh: (bukan ruang vektor)

I a
Jika M= {[b j|a,b,ce R} yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan yang biasa
c

di matrik 2x2 dan perkalian dengan skalar yang biasa di matrik 2x2. Dari definisi M ini,
terlihat ketidakbiasaan dibanding himpunan matrik 2x2, adalah entri pada baris pertama
kolom pertama yang harus 1. M bukan ruang vektor, karena tidak terpenuhi aksioma
ketertutupan terhadap operasi penjumlahan. Berikut diberikan contoh penyangkal

1 2 1 0
dan v= , maka u + v =
2 3

(contoh yang tidak memenuhi aksioma), u=|: 3 4

2 2
|: { 7:| &M, karena entri baris pertama kolom pertama bukan 1 (satu), seperti pada M,

yang mensyaratkannya.

Contoh: (bukan ruang vektor)

Jika V himpunan semua vektor di R3, dengan operasi penjumlahan u+v=(u;+v,, uy+vi,
u3+vs), sedangkan perkalian dengan skalar ku=(ku;, ku,, kus). Dari definisi V, terlihat
yang tidak biasa adalah operasi penjumlahan pada entri pertama dan kedua, secara
intuisi kemungkinan kegagalan aksioma ruang vektor adalah disini, karena itu dicari
contoh penyangkal yang sesuai.

Contoh penyangkal: a=(2, 3, -1) dan b=(4, 2, 4).

atb=(2+2, 3+4, (-1)+4)=(4, 7, 3)

b+a=(4+3, 2+2, (-1)+4)=(7, 4, 3)

Karena a+b#b+a, berarti tidak memenuhi aksioma ke 2, yaitu aksioma komutatif.

Latihan:

Untuk masing-masing soal di bawah ini, tunjukkan ruang vektor atau jika bukan ruang

vektor berikan contoh penyangkalnya.

1. Misalkan V himpunan semua vektor di R’ dengan operasi yang didefinisikan
sebagai: untuk u=(u;, uy, u3z) dan v=(v;, v, v3), maka u+v=(u;+v;, uy+2v,, us+vs),
sedangkan ku=(ku,, kuy, kus).

2. Misalkan V himpunan semua vektor di R’ dengan operasi yang didefinisikan
sebagai: untuk u=(u;, uy, us) dan v=(vi, vz, v3), maka u+v=(u;+vy, uy+vs, uztvs),
sedangkan ku=(u;, vy, kus).

3. Misalkan M himpunan semua matrik berordo 2x2 dengan operasi yang didefiniskan

) a b e f ate b+f
sebagai: untuk m = d dan n = E maka m+n = dan
C g

c+g d+h

ka kb

km =
ke 0

4. Misalkan V himpunan vektor di R?, yang mempunyai bentuk u=(u,, u,, u3), dengan
syarat 2u; + u, + us = 0, dengan kedua operasi yang biasa di vektor R°.

5. Misalkan V himpunan polinom di P,, yang mempunyai bentuk u=a+a,x+a,x’,
dengan syarat apt+a;= 0, dengan kedua operasi yang biasa di vektor P,.

6. Misalkan V himpunan vektor di R®, yang mempunyai bentuk u=(u;, u,, us), dengan
syarat u; + u, + uz = 2, dengan kedua operasi yang biasa di vektor R’.
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2 b
7. Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk d dengan
C
syarat a+b=0 dan c+2d=0, sedangkan kedua operasi yang biasa pada matrik 2x2.
b
8. Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk d dengan
C

syarat ad=0, sedangkan kedua operasi yang biasa pada matrik 2x2.

9. Misalkan V himpunan polinom di P,, yang mempunyai operasi penjumlahan untuk
u=ao+a1x+a2x2, dan v=b0+b1x+b2x2 didefinisikan
u+v=(ag+bo+1)+(a;+b)x+(ax+b,)x% dan perkalian skalar yang biasa di vektor P,.

10. Misalkan V himpunan semua solusi sistem persamaan linier homogen, AX=0,
dengan A berordo nxn, dengan operasi yang biasa pada R".

C. Sub Ruang
Definisi: Misalkan V ruang vektor. Uc V dan Uz=J.

U disebut sub ruang dari V jika U ruang vektor dibawah operasi yang sama dengan di
V.

Contoh:
Ruang nol, yang merupakan himpunan bagian dari ruang vektor yang lain.

Kenyataan bahwa setiap anggota U juga anggota V menyebabkan aksioma (2, 3, 4, 5, 7,
8, 9, 10) yang dipenuhi di V juga dipenuhi di U dan juga dikarenakan U ruang vektor
maka dapatlah dipenuhi aksioma ketertutupan terhadap penjumlahan dan perkalian
dengan skalar. Dari kenyataan ini didapat kesimpulan:

Teorema:

Misalkan V ruang vektor. Uc V, dan U#J.

U sub ruang dari V jika dan hanya jika dipenuhi dua aksioma:
1. Vu,veU, maka utveU

2. VueU, Vke R maka kue U

Kedua aksioma di atas ekivalen dengan mengatakan:

3. Vu,ve U, dan Vk, [ €eR, maka ku + Ive U.

Contoh:
a b

Misalkan U himpunan semua matrik 2x2 yang berbentuk [ d] dengan syarat a=0,
C

dan d=0. Tunjukkan bahwa U merupakan sub ruang dari ruang vektor matrik 2x2, di
bawah operasi yang biasa di matrik 2x2.

Jawab:
1. Ambil a, beU, akan ditunjukkan bahwa a+beU, karena acU, maka dipenuhi

a, b
a=|: : d1:| dengan syarat a;=0 dan d,=0, dan dikarenakan be U, maka dipenuhi

C1 1
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c, d, c,+c, d,+d,
a;=0 dan a,=0, maka a;+a,=0, serta dikarenakan d;=0 dan d,=0, maka d;+d,=0. Jadi
atbeU.

2. Ambil aeU, ambil keR akan ditunjukkan bahwa kaeU, karena acU, maka
ka, kb,

ke, kd,

a, b, a,+a, b,+b,
b= dengan syarat a,=0 dan d,=0. Maka a+b= , karena

a, b
dipenuhi aZ[ ! dl] dengan syarat a;=0 dan d;=0. Maka ka=|:

¢ 4
ka;=0 dan kd;=0. Jadi, kae U.
..U sub ruang dari ruang vektor matrik 2x2.

:| , berarti

Contoh:
Misalkan U himpunan semua solusi sistem persamaan linier homogen AX=0, dengan A
berordo nxn dan tetap. Tunjukkan bahwa U sub ruang R".

Jawab:

1. Ada vektor nol, O, sehingga AO = O. Jadi, UzD.

2. Ambil X;, X,eU, berarti memenuhi AX;=0O dan AX,=0. Akan ditunjukkan bahwa
X1+X,e U, berarti A(X;+X;)=0.
AXtX,)=AX+AX, {sifat distributif perkalian matrik}
A(X;+X,)=0+0=0 {karena AX;=0 dan AX,=0}
Jadi, X;+X,eU

3. Ambil X;eU, berarti memenuhi AX;=0. Akan ditunjukkan kX;eU, berarti
A(kX)=0.

A(KX))=k(AX)) {sifat asosiatif perkalian matrik}
A(kX,)=kO=0 {karena AX;=0}
J adi, kX1€ U

..U sub ruang dari ruang vektor R".

Contoh: {bukan sub ruang}

a
Misalkan U himpunan semua matrik 2x2, berbentuk |:

b
:| dengan syarat ad=0.
c d

Apakah U sub ruang dari ruang vektor matrik 2x2?

Jawab:
U bukan sub ruang dari matrik 2x2, karena itu dibutuhkan contoh penyangkal.

2 3 0 6 . 2 9
m;= e U dan my= e U, tetapi m;+m,= ¢ U.
-2 0 5 -4 3 -4
Jadi, U bukan sub ruang dari matrik 2x2.

Latihan:
Untuk masing-masing soal di bawah ini, tunjukkan sub ruang dari ruang vektor yang
sesuai atau berikan contoh penyangkal yang menyatakan bukan sub ruang.
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10.

D.

Misalkan U himpunan semua vektor di R®, yang mempunyai bentuk u=(u;, u,, us),
dengan syarat uy+u;=0.

Misalkan U himpunan semua vektor di R®, yang mempunyai bentuk u=(u;, u,, us),
dengan syarat u;u3=0.

a b
Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk d dengan
C
syarat a+b=c dan a-b=d.
a b
Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk d dengan
c

syarat a+b=0 dan c-d=0.

Misalkan U himpunan semua polinom di P, yang mempunyai bentuk
u=ao+a1x+a2x2, dengan syarat apgt+a;= a;.

Misalkan U himpunan semua polinom di P, yang mempunyai bentuk
u=ao+a1x+a2x2, dengan syarat apa;= a,.

a b
Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk |: d:| dengan
C

syarat a+b=c+d.

Misalkan U himpunan semua vektor di R" yang memenuhi sistem persamaan linier
AX=B, dengan A berordo nxn dan merupakan matrik yang tetap, begitupun B
berordo nx1 dan merupakan matrik yang tetap.

Misalkan U himpunan semua polinom di P, yang mempunyai bentuk
u=ao+a1x+a2x2, dengan syarat apg+a;=0 dan a; - a,=0.

a b
Misalkan P himpunan semua matrik berordo 2x2, dengan bentuk |: d:| dengan
C

syarat ad - bc=0.

Kombinasi Linier

Definisi: Misalkan V ruang vektor. S={uy, uy, ..., u,} V. Misalkan pula ae V. Vektor a
disebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S, jika terdapat skalar-skalar
(konstanta riil) k1, k, ..., ky, sehingga memenuhi persamaan:

k1ll1+ kz ut ...+ knun=a

Contoh:
B={e;=(1, 0, 0), e,=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1)} dan u=(a, b, ¢) dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linier dari B, karena u=(a, b, c)=ae;+be,tce;

Contoh:
Tunjukkan u=(2, 3, -1) dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari W={a;=(1, 0, 1),

ar=

0, 1,-1), a3=(1, 1, -1)}.

Jawab:

Akan dicari skalar-skalar ki, k, dan k3 yang memenuhi: u= k;a;+ kya,+ ksas.
(27 37 -1)= kl(la 07 1)+ k2(09 15 _1)+ k3(19 15 _1)

(2, 3, -1)=(ky, 0, k)+ (0, ko, -ko)+ (ks, k3, - k)

(2, 3, -1)=( kit ks, kot k3, ki-ko-k3)
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Berarti membentuk sistem persamaan linier:
2=k, + ks
3= ky +k;3
-1= k1 - k2 - k3
Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan sistem persamaan linier ini akan
diselesaikan;

[1 0 12 1 0 12 1 0 12 b +b,
01 13 -lo1 13 ~lo 1 13[p,+b,~
1 -1 —1-1|6,-b, [0 -1 —2-3]p,+b, |0 0 -10

01 03

0 0 -10

Jadi, k=2, gk2=3, dan k;=0. Sehingga kombinasi linier dari u adalah: u= 2a;+ 3a,+ Oas

Contoh:
Nyatakan q=2 + 3x — 4x” dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari
B={a=1+2x-3x%, b=3x + 4x°, c=2+x+5x"}

Jawab:

Akan dicari skalar-skalar &, /, dan m, yang memenuhi persamaan:
q=ka+/b+me.

2+3x—4x=k(1+2x-3x%)+(3x+4x ) +m(2+x+5%%)

24+3x-4x=(k+2m)H(2k+31+m)x+H(-3k+41+5m)x

Didapat sistem persamaan linier:

2= k +2m
3= 2k+3H+ m
4= 3k+ 4+ 5m

Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan sistem persamaan linier ini akan
diselesaikan:

(10 2 2 10 2 2 10 2 2
2 3 1 31(b-2b~|0 3 =3 -1 ~[0 3 =3 —1|b, ~
-3 4 5 —4]b,+3b, |0 4 11 2]|b;-b, [0 1 14 3 |b,
10 2 2] 1o 2 2 10 2 2|b-2,
14 3 ~0 1 14 3 ~10 1 14 3 |b,—14b, ~
003 -3 —1]p,-36, [0 0 —45 —10]=L, o0 1
~ 45
[ 14/
100§A
-1
010 )
001 2

Jadi, k=14/9, [=-1/9, m=2/9. Kombinasi linier dari q adalah q=(14a-b+2¢)/9.
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Contoh:

. 2 -1 3 2 0 -1 1 0
Jika S=qu, = 0 0 ,u, = 3 0,u3:1 5 %= 3 _9 , apakah

2 3
a= [1 2:| dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S?

Jawab:
Akan dicari kj, k», ks, dan k4 yang memenuhi persamaan: a= kju;+ kouy+ kaus+ ksuy

2 3] 2 -1 32 0 -1 1 0

=k, +k, +k, +k,
1 -2 0 0 3.0 1 2 3 -2
2 3 [2k —k1+3k2 2k2+ 0 —k3+k4 0
1 -2 [0 o0 3k, 0 k, 2k, | |3k, -2k,
2 3—_|:2k1+3k2+k4 —k1+2k2—k3]

1 -2 |3k, +k,+3k, 2k, -2k,

(dengan mengingat kesamaan matrik), didapat sistem persamaan linier:
2 =2k, + 3k, + ky

3=k +2k, — ks
1= 31(2 + k3 + 3k4
2= 21(3 — 2k4

Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan sistem persamaan linier ini akan
diselesaikan:

2 3 0 1 20, [-1 2 -1 0 3
12 -1 0 3l [2 3 0 1 2|b+2p,
301 3 1| o 3 1 3 1 B
(0 0 2 -2 -2 0 0 2 -2 -2
—1 2 -1 0 3 12 -1 0 3
7 -2 1 8 |b,-2b, |0 1 -4 -5 6
301 3 1 1o 3 1 31 |b-3b,
0 0 2 -2 -2 0 0 2 -2 -2
—1 2 -1 0 3] 12 -1 0 3
0 1 -4 -5 6 0 1 -4 -5 6
0 0 13 18 -17 1o o 13 18 -17(p,
0 0 2 —2 —2|¥b o 0 1 -1 -1]p
(-1 2 -1 0 3] -1 2 -1 0 3
I -4 -5 6 0 1 -4 -5 6
0 1 -1 -I oo 1 -1 -1 B
0 0 13 18 —17]p,-135, [0 0 0 31 -4|% b,
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-1 2 -1 0 3 -1 2 -1 0 3 |,y
I -4 -5 6 [p-sp, |0 1 =40 20051, Lap,
0 0 1 -1 =1 |p+p [0 0 1 0 =3
-4 -
00 0 1 41 (0 0 0 1 414
[ 58/ 1 [_ -62/ |
1 200 41 |b — 2, 100 0 -
60 60
0 100 . jo 100 .
_35 ~35
0 01 0 - 0 01 0 41
_ —4
0 0 0 1 AL 0 0 0 1 AL

Sehingga solusinya adalah: k;=2, k,=60/31, k;=-35/31, ks=-4/31
Jadi, a dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier terhadap S, yaitu:
a=2u +@u —3—5u —iu

st o3 o3t
Contoh:
Apakah a=(2, -1, 3) dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S={u;=(2, -2, 4),
u2:(05 15 2)’ u3:(15 Oa 4)}‘7

Jawab:

Akan dicari ki, ky, dan k; yang memenuhi persamaan:

a=k u;+kourtksus

(2, -1, 3)=kq(2, -2, 4)+k,(0, 1, 2)+ks(1, 0, 4)

(2, -1, 3)=(2k;+ks, -2k +k,, 4k;+2k,+4k3)

Didapat sistem persamaan linier:

2= 2k; + ks

-1=-2k;+ ky

3= 4k +2k,+4ks

Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan sistem persamaan linier ini akan

diselesaikan: :
2 01 2 2.0 1 2 2.0 1.2
-2 1 0 -1|b,+b ~[0 1 1 1 ~10 1 1:1
4 2 4 3|p,-2b |0 2 2 —1|by-2b, |0 O O -3

Karena sistem persamaan linier di atas tidak mempunyai solusi, berarti a tidak dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S.

Latihan:

1. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier
dari S={a;=(1, -1, 0), a,=(0, 2, 1), a3=(1, 1, 1), a,=(1, 3, 2)}
a. u=(2,0,1)
b. u=(-1,1,1)

u=(0, 2, 3)

u=(4, 3, -1)

u=(2, 1, -1)

u=(0, 0, 1)

o a0
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2. Apakah vektor-vektor pada bidang 3x + 2y — z = 0, dapat dinyatakan sebagai

3.

kombinasi linier dari S={a;=(2, 0, 3), a,=(0, 1, 2)}? Jelaskan!
Manakah polinom-polinom di bawah ini yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linier dari: S={p=2+3x%, po=-1+x+3x°, p3=3+x+9x°}

2. 3+x+2x?

b. 2x +5x°

c. l+x+6x>

d. 2+2x+12x°
e. 5-2x°

£ 4+2x+15%°

Nyatakan vektor-vektor di bawah ini, sebagai kombinasi linier dari:

s={ml=[_21 ﬂ””:[g _24}'"3:[‘1’ ;]}

S
a.

S
b.

_2 4d

N
C.

_2 6d

S
d.

Pada himpunan mana sajakah polinom 2 — 3x + x?, dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linier?

A={1+2x+x?, 3x-4x7, -4x+3x*}

B={3+2x7 4 + 3x-5x7, -8-6x+3x"}

C={2, 3x, 4-3x"}

D={1+x, x+x°, 1-x*}

E={3+x% x-x°, 1+x%}

F={x, x+x%, x°}

mo a0 o
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E. Membangun dan Bebas Linier
Definisi: Misalkan V ruang vektor. S={ uj, uy, ..., u; }cV. S disebut membangun V,
jika setiap vektor di V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S.

Contoh:
S={e;=(1, 0, 0), &,=(0, 1, 0), e5=(0, 0, 1)} membangun R’. Karena setiap vektor di R’
dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S, (a, b, c)=ae; + be;, + ce;.

B={p=1, p>=x, ps=x’} membangun P,. Karena setiap vektor di P, dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linier dari B, a+bx-+cx*=ap;+bp,+cps.

1 0 0 1 0 0 0 0
M={m, = 0 O,m2= 0 O,m3: { 0,m4: 0 1 membangun My, karena

setiap vektor di My, dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari M,

a b
|: d:| =am1+bm2+cm3+dm4
C

Contoh:

Apakah himpunan-himpunan di bawah ini membangun ruang vektor yang sesuai?
a. B={wi=(1, 2), uy=(-1, 1), u3=(0, 3)}

b. Q={p1=2+x+2x%, pp=-1 + 2x +3x’, p5=3x + 4x’}

el B0 L 1

Jawab:

a. Karena Bc R?, maka akan ditunjukkan bahwa B membangun R”. Berarti apakah
w=(a, b) dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari B, berarti pula apakah
persamaan w=k u;+k,u,+ksus selalu mempunyai solusi?

(a, b)=ki(1, 2)+ka(-1, 1)+ks(0, 3)

(a, b)=(k1, 2ki)+ (-ko, ko)+ (0, 3ks)

(a, b)=(k; - ko, 2k; + ky + 3k3)

Didapat sistem persamaan linier:

a= kl - kz

b=2k1 + k2 + 3k3

Diselesaikan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan:

1 -1 0 a I -1 0 a
2 1 3 blo,—25, |0 3 3 b-2a| Y40,

_ +b
1 =10 a Jpap [t O1 2

o 1 1 &2 - (b32)
I 3 01 1 '3a
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dikembalikan ke bentuk sistem persamaan linier, didapat:

K ik, = a+b
3
b-2a
k, + k; = 3
k, = atb Kk,
dengan subtitusi mundur, didapat: b _32 a
k, = - ki
3

karena k3 dapat bernilai sebarang, maka ks dimisalkan sebagai sebuah parameter,
ks=t, sehingga, akibatnya k;=(a+b)/3 -t, dan k,=(b-2a)/3 - t, yang berarti selalu
mempunyai solusi.

Jadi, B membangun R”.

b. Karena QcP,, maka akan ditunjukkan bahwa Q membangun P,. Berarti pula apakah
persamaan w=k;p;+kop,tksps selalu mempunyai solusi untuk bentuk umum w,
w=a+bx+cx’.
atbx+ex = ki (2+x+2x%)tko(-1 + 2x +3x7)+ks3(3x + 4x7)
atbx+ex’= (2ki+ kix+2k;x)+ (-ka + 2kox +3kox?)+ (3ksx + 4ksx?)
atbx+ex’= (2k; - ko)+ (k; + 2k, + 3ks)x + (2k; + 3k, + 4ks)x?

Didapat sistem persamaan linier:
a=2k1 - kz
b= k1 + 2k2 + 3k3
c=2k; + 3k, + 4k;
Sehingga didapat persamaan matrik:
2 -1 0fk, a
1 2 3|k, [=]|b
2 3 4|k, c

Persamaan matrik di atas selalu mempunyai solusi, jika matrik koefisien mempunyai
invers, berarti determinan matrik koefisien tidak sama dengan nol.

2 -1 0b-2b, |0 =5 -6 = ¢

1 2 3 =1 2 3 :_‘—1 _2‘ =-(30-6)=-24+0
2 3 4b,-2b, |0 -1 =2
Jadi, Q membangun P;.

c. Karena McM,,,, maka akan ditunjukkan bahwa M membangun M,y,. Berarti pula
apakah persamaan w=k;m;+k,m;+k;mjs selalu mempunyai solusi untuk bentuk

umum w, w= )
c d

N R R R P

a b| 2k, +k; 3k,
c d -k, +2k, +2k; k, +k;

o
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Didapat sistem persamaan linier:
a= 2k, + k3

b= 3k
c= -k + 2k, + 2k3;
d= ko+ ks
Diselesaikan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan:
2 0 1 alb -1 2 2 ¢ -1 2 2 c
0 3 0D 0 3 0 b 0 3 0 b |b,
122 ¢clp, |2 01 alp,+26, |0 4 5 a+2c|
|0 1 1 d 0 1 1 d 0 1 1 d |b,
-1 2 2 ¢ -1 2 2 c
I 1 d 0 1 1 d
4 5 a+2c|b,—4b, |0 0 1 a+2c-4d -
|0 30 b |b,-3, [0 0 -3 b-3d |b, +3b,
(-1 2 2 c
0 1 1 d
0 0 1 a+2c-4d
0 0 0 3a+6¢+b-15d

I_)ari matrik di atas, sistem persamaan linier di atas, hanya mempunyai solusi, jika
3a+b+6¢c-15d=0, sedangkan yang diminta untuk sebarang nilai: a, b, ¢, dan d. Jadi,
ada matrik 2x2 yang tidak bisa dinyatakan sebagai kombinasi linier dari M.

Contoh penyangkal:

11
u= [1 l] , tidak dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari M.

Bukti:

11 2 0 0 3 1 0
=k, +k, +k,

11 -1 0 21 2 1

1] 2k, +k, 3k,

1 1| |-k, +2k, +2k; k, +k,

Didapat sistem persamaan linier:

1= 2k, + ks
1= 31(2

1= -ky + 2k, + 2k3
1= k+ ks

Diselesaikan dengan eliminasi Gauss-Jordan:
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2 01 1lp, [-1 2 21 12 21
0 3 0 1 0 3 0 1 0 3 0 1l|b,
122 1| |2 01 1|p,+26, |0 4 5 3|
0 1 11 0 1 11 0 1 1 1|,
12 2 1 12 2 1 12 2 1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
0 4 5 3|b,—4b, |0 0 1 -1 1o o1 -1
0 3 0 1]b,-36, |0 0 =3 -2|b,+3b, |0 0 0 -5

I_)ari matrik terakhir ini, terlihat bahwa SPL tidak mempunyai solusi.
Jadi, ada matrik 2x2 yang tidak bisa dinyatakan sebagai kombinasi linier dari M.
Jadi, M tidak membangun ruang vektor Myy,.

Jika V ruang vektor. U={u, uy, ..., u;} V. Misalkan W himpunan dari semua
kombinasi linier dari U, sehingga W={kju;+kyu+ ... +ku, | ki, ko, ..., ke R}, berarti W
dibangun oleh U. Pertanyaan berikutnya adalah apakah ruang yang dibangun oleh U
merupakan ruang vektor? Untuk menjawab pertanyaan ini cukup diperlihatkan bahwa
W sub ruang dari V. Perhatikan uraian berikut ini:

1. Misalkan a, be W, berarti a=t,u;+6Hu,+ ...+tu, dan b=/ju;+Lu,+ ...+ u,;, maka
atb=(fjutHurt ... +Hu)+( Lhuthust . Alu)=(¢ L urt (b )ust .+ (),
karena (¢,+1)), (& +h), ..., (t+) €R, jadi atbe W

2. Misalkan ae W, berarti a=t u;+u,+ ... +tu,, maka la=l(tju;+Huyt+ ... +tu,)=
ItyaHuyt ity karena /4, It ..., It€R, jadi lae W

Jadi, W sub ruang.

Definisi:

Misalkan V ruang vektor. B={a, a,, ..., a,} V. Himpunan B disebut bebas linier, jika

persamaan vektor:
kia;+kar+ ..+ ka,=o0

hanya dipenuhi oleh k; =k, = ...= k, = 0. Jika terdapat solusi yang lain, maka B disebut

tak bebas linier/ bergantung linier.

Contoh:

S={e;=(1, 0, 0), e,=(0, 1, 0), es=(0, 0, 1)} bebas linier, karena (0, 0, 0)=ae; + be, +

ces=(a, b, ¢), berarti hanya dipenuhi oleh a=b=c=0.

B={pi=1, p»=x, ps=x"} bebas linier, karena O=ap +bp,+cps=atbx+cx®, berarti
a=b=c=0.

1 0 0 1 0 0 0 0 .
M={m, = 0 0,m2= 0 0,m3= { 0,m4: 0 1 bebas linier, karena

0 0 a b
persamaan vektor berikut |:O O:| =am1+bm2+cm3+dm4=|: d:| , berarti didapat:

c
a=b=c=d=0.
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Contoh:

Apakah himpunan-himpunan di bawah ini bebas linier?
a. B={u;=(1, 2), up=(-1, 1), u3=(0, 3)}

b. Q={pi=2-+x+2x", po=-1 + 2x +3x°, p3=3x + 4x°}

el [ 2 Y

Jawab:
a. Karena Bc R?, untuk menunjukkan B bebas linier, berarti apakah persamaan vektor
o=ku;+kou,+tksus, dimana 0=(0, 0) hanya mempunyai solusi trivial saja?
(0, 0)=k; (1, 2)+ka(-1, 1)+k3(0, 3)
(0, 0)=(ki, 2k))+ (-ka, ko)+ (0, 3k3)
(0, 0)=(k; - ka, 2k; + ko + 3k3)
Didapat sistem persamaan linier:
0= k] - k2
0=2k; + kr + 3k;
Diselesaikan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan:

I 10 0 1 100 I —1 0 0]b +b,
2 1 3 0Jb,-26 |0 3 3 0|%b [0 1 1 0

1 010
0110

k =
dikembalikan ke bentuk sistem persamaan linier, didapat: K k3
» t 3 =
. . . k1 = - k3
dengan subtitusi mundur, didapat:
k,= -k,

karena kj dapat bernilai sebarang, maka ks dimisalkan sebagai sebuah parameter,
ks=t, sehingga, akibatnya k;=-t, dan k,= - t, yang berarti ada solusi yang tak trivial.
Jadi, B tak bebas linier.

b. Karena QcP,, untuk menunjukkan Q bebas linier, berarti apakah persamaan vektor
o=k p;+kp,-+ksps hanya mempunyai solusi trivial saja, untuk 0=0=0+0x-+0x".
0+0x+0x’= k| (2+x+2x%)+ko(-1 + 2x +3x7)+ks3(3x + 4x%)
0+0x+0x’= (2k;+ ki x+2kix3)+ (-kz + 2kox +3kox?)+ (3ksx + 4ksx?)
0+0x+0x’= (2k; - ko)+ (k; + 2ks + 3ks)x + (2k; + 3k + 4ks)x?

Didapat sistem persamaan linier:
O:2k1 - kz
0= k1 + 2k2 + 3k3
0=2k; + 3k, + 4ks
Sehingga didapat persamaan matrik:
2 -1 0k, 0
1 2 3|k, |[=]0
2 3 4]k, 0
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Persamaan matrik di atas selalu hanya mempunyai solusi trivial, jika matrik
koefisien mempunyai invers, berarti determinan matrik koefisien tidak sama dengan
nol.

2 -1 0/b—-2b, 0 -5 -6 s ¢

1 2 3 =1 2 :_‘—1 ~ 2‘ =-(30-6)=-24+0
2 3 4b,-2b, 0 -1 =2
Jadi, Q bebas linier.

c. Karena McM,y,, untuk menunjukkan M bebas linier, berarti apakah persamaan

0 0
vektor o=k;m;+k,m,+ksms; hanya mempunyai solusi trivial untuk o= |:0 :| .

0

0 0 2 0 0 3 1 0

=k, +k, +k;
0 0 -1 0 21 2 1
0 0f 2k, +k, 3k,
0 0 -k, +2k, +2k; k, +k;
Didapat sistem persamaan linier:
0= 2k, + ks

0= 3k
0= -k; + 2ky + 2k3
0= kot ks
Diselesaikan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan:
2 0 1 0]p, [-1 2 20 -1 220
0 300 0 300 0 3 0 0|b,
122 0[p, |2 01 olp,+25, |0 4 5 o
[0 1 1 0] 0 1 10 0 1 1 0]|b,
-1 2 2 0] -1 2 2 0 -1 2 2 0]b, —2b,
0 1 10 0 1 0 0 1 1 0|b,—b,
0 4 5 0|b,—4b, |0 0 1 0 “lo o1 0 -
(0 3 0 0[p,-3», [0 0 -3 0|b,+3h, |0 0 0 0
(-1 2 0 0]p,—-2b, [-1 0 0 O
0 100 0 100
0 010 “lo o010
0 000 0 00 0

Dikembalikan ke sistem persamaan linier, didapat: -k;=0, k,=0, k3=0, berarti
persamaan vektor di atas hanya mempunyai solusi trivial saja. Jadi, M bebas linier.

Latihan:

1. Apakah himpunan-himpunan di bawah ini membangun ruang vektor yang sesuai?
a. S={u;=(1, 2), up=(-1, 0)}
b. B={u;=(3, 1, 1), u,=(0, 2, -1), us=(3, 2, -1)}
c. P={u;=(2,-2,-4), u,=(3,0,5), us=(-1, -5, -20)}
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d. Q={u;=(1,0,1,2), uw=(2,2,3,7),us=(1, 1, 2, 4), us=(-1, -1, -2, -2)}
B={u1=(27 1)9 u2=(07 1)9 U3=(3, 3)}

2. Apakah himpunan-himpunan di bawah ini membangun ruang vektor yang sesuai?
a. B={pi=2-3x, p=1 +2x}
b. B={pi=1-2x+x°, p>=1 +x + x>, ps=1 - X’}

c. B={p1=2+2x +x’, p;=4 + 2x - x’, p5=-1 - x*}
d. B={pi=1-x- x>+ 2x3, p=x+ 3x2, p3=2 —2x - x* + 4x3, ps=-1+2x + 4x> + x3}
e. B={pi=1-x, p=1 +2x, p3=2 + x}

3. Apakah himpunan-himpunan di bawah ini membangun ruang vektor yang sesuai?

S O FRA S H R
S O e o A P L B

Apakah himpunan-himpunan yang terdapat pada soal no. 1 di atas bebas linier?

Apakah himpunan-himpunan yang terdapat pada soal no. 2 di atas bebas linier?

Apakah himpunan-himpunan yang terdapat pada soal no. 3 di atas bebas linier?

Tentukan vektor-vektor yang membangun himpunan semua vektor di bidang: 2x +

3y —z = 0. Apakah vektor-vektor tersebut bebas linier? Jelaskan!

8. Tentukan vektor-vektor yang membangun himpunan semua vektor di garis: x=3t,
y=2t, z = -2t. Apakah vektor-vektor tersebut bebas linier? Jelaskan!

9. Tentukan vektor-vektor yang membangun {a + bx +cx2| 2a + b =c}. Apakah vektor-

vektor tersebut bebas linier? Jelaskan!

Now s

b
10. Tentukan vektor-vektor yang membangun H:a d:||b =a+d,c=a- Zd} . Apakah
c

vektor-vektor tersebut bebas linier? Jelaskan!

F. Basis dan Dimensi

Definisi:

Misalkan V ruang vektor.

B={u, uy, ..., uy}c V.

B disebut basis ruang vektor V, jika B memenuhi dua aksioma, berikut:
1. B bebas linier

2. B membangun V

Contoh:

Pada sub bab sebelumnya telah diperlihatkan, bahwa himpunan-himpunan di bawabh ini,
bebas linier dan membangun oleh karena itu himpunan-himpunan tersebut merupakan
salah satu basis dari masing-masing ruang vektor:

S={e;=(1, 0, 0), e2=(0, 1, 0), es=(0, 0, 1)} basis di R’

B={p =1, po=x, ps=x"} basis polinom berderajat maksimal 2
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M= {ml = [(1) g:|,m2 = [g (1):|,m3 = [(1) 3}m4 = [g ﬂ} basis matrik 2x2.

Basis-basis di atas disebut basis baku dari masing-masing ruang vektor.

Basis suatu ruang vektor tidak tunggal, contoh: Q={p=2+x+2x% p,=-1 + 2x +3x7,
ps=3x + 4x?}, himpunan Q telah ditunjukkan membangun dan juga bebas linier, oleh
karena itu Q juga basis P,.

Definisi:

Misalkan {0}#V ruang vektor. V disebut berdimensi berhingga, jika mempunyai
himpunan yang banyak anggotanya berhingga yang menjadi basis. Jika tidak ada
himpunan yang demikian ini disebut berdimensi tak hingga. Perkecualian, walaupun
ruang vektor nol tidak mempunyai basis, namun dianggap berdimensi berhingga.

Contoh:
R3, P, My, termasuk berdimensi berhingga.
Himpunan semua bilangan riil berdimensi tak berhingga.

Misalkan S={a,, a,, ..., a,}basis dari ruang vektor V yang berdimensi berhingga, jika
B={vy, va, ..., vy} CV dengan m>n,
Bentuklah persamaan:
0=11V1+ 12V2 + ..+ lme
Subtitusi, dengan :

vi=k1a; + kppar + ...+ kyqa,
vo=kpia; + korar + ... + kona,

Vm:kmlal + kaaZ +..+ kmnan
(karena S basis berarti S membangun V, berarti anggota-anggota B dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linier dari S)
didapat:
o=/i(kj1a; + kjpay + ... + kjpan)t L(kyia) + kpay + ..+ kopay) + oA In(kmiar + ko + ...
+ kmnan)
o= (Iiky1 + hkoy + ...+ Inkmy )a; H(Likiot+ bkoot .o+ Iy kip)ag + ...+ (Lkin + bkop + ... +
lmkmn)an
karena S bebas linier, maka:
11k11 + 12k21 + ..t lmkm1 =0
Likio+ bkoo + ... + [ k=0

11k1n+ lzkzn + ...+ lmkmn=0

Karena m>n, maka sistem persamaan linier homogen di atas mempunyai solusi tak
trivial, berarti skalar-skalar [y, [, ..., [;, tidak harus bernilai nol semua, berarti B tak
bebas linier.

Akibat dari kenyataan ini, maka setiap basis ruang vektor mempunyai banyak anggota
yang sama. Hal ini diperlihatkan sebagai berikut:
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Misalkan S={ a, ay, ..., a, }, dan B={vy, v,, ..., viy} basis V. Karena S basis dan B bebas
linier, maka m<n, dan karena B basis dan S bebas linier, maka n<m. Jadi, m=n.

Contoh: pada P, basis baku mempunyai 3 anggota dan Q juga 3 anggota.

Dari kenyataan ini, didefinisikan dimensi, sebagai berikut:

Definisi:

Misalkan V ruang vektor berdimensi berhingga, dimensi dari V, ditulis dim(V), adalah
banyaknya anggota (kardinal) dari basis. Perkecualian, untuk ruang nol didefinisikan
berdimensi nol.

Contoh:
dim(R*)=3, dim(R")=n, dim(May,)=4, dim(P,)=3, dim(P,)=n+1.

Contoh:
Tentukan dimensi dari sub ruang pada bidang: -x + 2y +5z=0.

Jawab:

x=2y + 5z, karena y dan z anu yang bebas, maka dapat digantikan oleh y=t, dan z=s,
sehingga:

x=2t + 5s, atau dalam bentuk vektor: (x, y, z)=t(2, 1, 0)+s(5, 0, 1). Yang berarti B={(2,
1, 0), (5,0, 1)} membangun bidang —x + 2y + 5z = 0, dan bebas linier (tunjukkan).
Berarti B basis dan dimensinya: 2.

Contoh:
Tentukan basis dan dimensi dari ruang solusi sistem persamaan linier homogen berikut:
2x +2y—-3z =0

2x+3y— z— w=0
2x+5y+3z—-3w=0

Jawab

(2 2 -3 0 0 22 -3 0 0

2 3 -1 -1 0fp,=b,~{0 1 2 -1 0 ~
2 5 3 -3 0]|by-b [0 3 6 -3 0]b,—3b,
(2 2 -3 0 0]p-2b, [2 0 -7 2 0

01 2 -10 ~001 2 =10
00 0 0 0 00 0 0 0

2x —7z+2w=0 ataux = (7z-2w)/2
y+2z- w=0 atauy=-2z+w
karena z dan w anu yang bebas, misalkan z = t dan w=s, maka didapat:
x =(7t—2s)/2
y=-2t+s
Sehingga solusinya berbentuk:
x,y,z, W=t (7/2,-2,1,0)+s(-1,1,0, 1)
Jadi, basis ruang solusi sistem persamaan linier di atas adalah: {(7/2,-2,1,0), (-1,1,0,1)}
dan dimensi: 2.
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Contoh:
Tentukan basis dan dimensi dari ruang vektor polinom yang berbentuk a+bx+cx?,
dengan syarat a=b-+2c.

Jawab:

Karena syarat a=b+2c, menyebabkan bentuk vektor polinom menjadi: (b+2¢)+bx-+cx’=
b(1+x)+c(2+x%), berarti {1+x, 2+x”} membangun ruang vektor polinom yang diberikan
dan karena {1+x, 2+x”} bebas linier (tunjukkan!), maka {1+x, 2+x>} basis dan
dimensinya: 2.

Latihan:

1.

Apakah himpunan vektor-vektor di bawah ini basis ruang vektor yang sesuai?
Jelaskan.

B={u;=(3, -1), ux,=(3, 2)}

B={u;=(3, 0), w=(1, 2), us=(-2, 1)}

B={u;=(2, 1, 0), u,=(1, -1, 2), us=(-2, 2, 1)}

B={u;=(2, 1, 1), up=(1, -1, -4), us=(0, 2, 6)}

B={u;=(1,0, 1, 2), u,=(2, 2, 3, 7), us=(1, 1, 2, 4), us=(-1, -1, -2, -2)}

NN

Apakah himpunan vektor-vektor di bawah ini basis ruang vektor yang sesuai?
Jelaskan.

a. B={pi=1-x,p=2+3x}

b. B={pi=1 -x-x*, po=x +3x% p3=2 - 2x - x*}

C. BZ{p1=2 + 4X, p2:2 + 2x + 2X2, p3= -1 +2x - 4X2}
d. B={pi=1-x- x>+ 2x3, p=x+ 3x2, p3=2 —2x - X%+ 4x3, ps=-1+2x + 4x> + x3}
e. B= {P1=2+X+2X2+2X3, p2= 4+4x +10x2+6x3, p3=2+2x+x2+x3,

ps=2+4x+13x*+6x7}

Apakah himpunan vektor-vektor di bawah ini basis ruang vektor yang sesuai?
Jelaskan.

a B={m1:[§ i]m:[g ﬂ“‘:[l ﬂ’m“:[—zz ;]}
S O | O Y R P S

Tentukan basis dan dimensi dari ruang vektor yang diberikan:
Semua vektor berbentuk (a, b, ¢, d) denganb=a—-3d,c=a+d
Semua polinom berbentuk a+bx+cx? +dx’, dengan a=0, d=b + 2¢
Semua vektor di bidang 3x + y+5z=0

Semua vektor di garis x=>5t, y=-3t, z=4t

o op

Ja
e. Semua matr1k|:

b
d:| , dengan syarat a =2b + 3¢ — d.
c
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5. Tentukan basis dan dimensi ruang solusi sistem persamaan linier homogen berikut:
2x,+x, —x; +2x, — x5 =0
a. —2x,+3x,-2x,+x,-3x;,=0
4x, —3x; +3x, —4x, =0
X, +2x,+x;,—x,—x;,=0
b. 4x, +3x, +3x;, —4x, —5x,=0
3x, +x, +2x; —=3x, —4x, =0
oax+y=0
x+oy= 0}
x+y—z+w—-v=0
d. 2y=3z+4w-3v=0
—-x+y—-2z4+3w-2v=0
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RUANG HASIL KALI DALAM

A. Ruang Hasil Kali Dalam

Sebagai generalisasi dari hasil kali titik (hasil kali dalam Euclides), keempat sifat dari
hasil kali titik diambil sebagai aksioma. Hasil kali dalam merupakan operasi yang
mengkaitkan antara ruang vektor dengan bilangan riil.

Definisi:

Misalkan V ruang vektor.

Operasi yang mengkaitkan anggota V, misalkan u, v € V, dengan bilangan riil, ditulis
<u, v>, disebut hasil kali dalam, jika memenuhi empat aksioma:

1. Vu,v eV, berlaku <u, v>=<v, u> {kesimetrian}

2. Vu, v, w eV, berlaku <ut+w, v>=<u, v>+<w, v> {penjumlahan}

3. Vu, veVdan VkeR, berlaku <ku, v>=k<u, v> {kehomogenan}

4. YueV, berlaku <u, u> > 0 dan <u, u>=0 jika dan hanya jika u=o0 {kepositifan}

Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam.

Contoh:
Jelas bahwa hasil kali titik:
<u, v>=u;V{+upvat ... Fu,vy, untuk u, v € R", merupakan hasil kali dalam.

Contoh:

Bentuk lain dari hasil kali titik adalah hasil kali titik yang diberi bobot, misalkan k;, k»,
..., Ky bilangan riil positif, hasil kali titik yang diboboti, dinyatakan dalam bentuk:

<u, v>= kjuvi+ koupvot ...+ kyuav, untuk u, v e R*

Bukti:
1. Ambil u, veR" maka
<u, v>=kjuivit+ koupvot ..t Kpupvn {komutatif terhadap perkalian}
<u, v>=kviuit+ kovout .t kpvpuy , {definisi hasil kali titik yang diboboti}

Jadi, <u,v>=<v, u>

2. Ambil u, v, w eR", maka {ingat kembali, bahwa w+w=(u,+w,, UytW,, ..., u+w,)}
<utw, v>= ki (uitw)vit+ k(uztwo)vot .4 kn(uptwy) vy
{sifat distributif bilangan riil}
<utw, v>= K (uvitwivi) + Ka(upvatwava) + .t Kn(Un Vot Wi Vi)
{distributif bilangan riil}
<utw, v>= (k1u1V1+ k1W1V1) + (sz2V2+ k2W2V2) + ..t (knunvn+ kanVn)
{asosiatif bil. riil}
<utw, v>= (k1u1V1 +koupvot ..+ knunVn)+(k1W1V1+k2W2V2+ ...+kanVn)
{definisi <u, v>}
Jadi, <utw, v>=<u, v >+<w, v >

3. Ambil u, v eR" dan ambil /eR, maka {ingat kembali bahwa lu=(luy, lu,, ..., lu,)}
<la,v>=k; luyvi+ ky lupvot ...+ ky lugvy  {distributif bilangan riil}
<l,v>= l(kju;vi+ koupvot ...+ kpugvy)  {definisi <u, v>}
Jadi, </u,v>=[<u, v>
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4. Ambil ueR", maka
<u, w>= kjuu;+ kououpt ...+ kpuguy
<u, w>= kju + koup™t ...+ kau, >0, dan bernilai nol, jika u;=u,=...=u,=0, berarti
u=o.
Jadi, aksioma keempat dipenuhi.

Contoh:
Untuk u, ve Myy,, didefinisikan operasi bernilai riil, berikut:

uyp up Vi »
<u,v>=< , >=UjV| tUpVy tUzV3 +UyVy.
Uz Uy V3 V4

Apakah operasi ini hasil kali dalam?

Jawab:

- : ap ap by by
1. Ambil a, be My, misalkan: a= , b= , maka

as ay b3 b4
<a, b>=a1b) + axby + az3b; + asbs {komutatif perkalian bilangan riil}
<a, b>=bia; + brar + bsas + bsay {definisi operasi <u, v>}

<a, b>=<b, a>
2. Ambil a, b, ce My, misalkan: aZ[a1 az}, bZ[bl bz}, CZ[CI 02} ,maka

as ay by b, C3 C4

<a+b, c>=(aithi)c: + (axtbr)cy Hastbs)es Hastbs)cs

{distributif bilangan riil}

<a-+b, ¢c>=acit bicy T axer+ brcy + azez + bies + ases + bacy

{asosiatif bilangan riil}

<a+b, c>=(aicit axcrt+ asez+ ases) + (bicr + bacy + bacs + baca)

{definisi operasi <u, v>}

<a+b, ¢ =<a, ¢>+ <b, ¢>

. : a ap by by .
3. Ambil a, be M»,,, misalkan: a= , b= , ambil ke R,maka
asz ay b3 b4
<ka, b> = (ka)b + (kaz)b, + (kaz)bs + (kas)b,
{distributif bilangan riil}
<ka, b> = k(a1b1 + axby + azb; + a4b4)
{definisi operasi <u, v>}
<ka, b> = k<a, b>

a  ap

4. Ambil ae M»,,, misalkan: a=|:
613 a4

] , maka

<a,a>=aqa; + arxar T azaz + asas =0
{sifat kuadrat bilangan riil}
dan <a, a> =0, jika a,=0, a,=0, a3=0, a4=0, atau a=o0

Jadi, operasi bernilai riil di atas merupakan hasil kali dalam
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Contoh:
Untuk u, ve P,, didefinisikan operasi bernilai riil, berikut:

<u,v>=<dq +a1x+a2x2 ,bo +b1x+b2x2 >= aobo +a1b1 +a2b2 +a3b3 .
Apakah operasi ini hasil kali dalam?

Jawab:

1. Ambil p, qe Py, p=pot+p1x+p:x>, q=qo+q1x+qpx°, maka
<P, 4> = poqoP1q1TP2q2 {komutatif bilangan riil}
<P, > = qopoTqiP1Tq2p2 {definisi operasi <u, v>}
<Pp, 4~ =<q, p~

2. Ambil p, q, re Pa, p=po+p1x+p2x°, q=qo+q1x+qex’, r=ro+rx+r,x%, maka
<p+q, r>= (potqo)ro+(p1tq)ri+(p2tqa)r2 {distributif bilangan riil}
<ptq, r> = porotqoro + piri+qir; + par2tqer; {asosiatif bilangan riil}
<p+q, r>= (porot piri+ par2) + (qoro +qir; +qor2) {asosiatif bilangan riil}
<ptq, r>=<p, r>+<q, r> {definisi operasi <u, v>}

3. Ambil p, qe P2, p=potpix+p:x%, q=qotqix+qpx%, maka
<kp, 4> = kpoqotkp1q1tkpaq2 {distributif bilangan riil}
<kp, ¢> = k(poqotp1q1tp292) {definisi operasi <u, v>}

<kp, > =k<p, ¢>

4. Ambil peP,, p=po+pix+p.x’, maka
<p, P> = popotpip1+p2p2=20 {kuadrat bilangan riil}
dan <p, p> =0, jika po=0, p1=0, p,=0, atau p=0=0

Jadi, operasi bernilai riil dari polinom di atas merupakan hasil kali dalam

Contoh: (polinom dan integral)

Untuk u, ve P,, didefinisikan operasi bernilai riil, berikut:
1

<u, v>= J u(x)v(x)dx

0
Apakah operasi tersebut hasil kali dalam?
Jawab:
1. Ambil p, qe P», maka
1
<p, q>=J p(x)q(x)dx {sifat komutatif integral fungsi riil}
0
1
<P. ¢>= [ 4() p(x)dx {definisi <u, v>}
0
<P, 4~=<q, p~

2. Ambil p, q, re P,, maka
1

<p+r,qg= J (p(x)+r(x))g(x)dx {distributif bilangan riil}
0
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1
<p+r,qg>= J (p(x)g(x)+r(x)g(x))dx  {sifat integral penjumlahan fungsi}
0

1 1

<p+tr, q>=Jp(x)q(x)dx+Jr(x)q(x)dx { definisi <u, v>}
0 0

<p +r, q>=<p, q>+<r, q>

3. Ambil p, qe P», maka
1

<kp, q>=Jkp(x)q(x)dx {sifat integral perkalian dgn konstanta}
0
1
<kp, g>= kJ p(x)g(x)dx {definisi <u, v>}
0

<kp, >=k<p, >
4. Ambil pe P,, maka

1
<p, p>=J p(x) p(x)dx =0 {sifat integral fungsi riil kuadrat}
0
dan <p, p>=0, jika p(x)=0 atau p=o
Jadi, <u, v> yang didefinisikan termasuk hasil kali dalam

Contoh:

Untuk u, ve Rz, didefinisikan operasi berikut:
<u, v>=u1vatuyvi

Apakah operasi tersebut hasil kali dalam?

Jawab:

Operasi yang didefinisikan di atas bukan hasil kali dalam, dengan contoh penyangkal:

u=(3, 0)+o0, tetapi <u, u>=<(3, 0), (3, 0)>=3.0+0.3=0.
Jadi, bukan hasil kali dalam

Contoh:

. . . up us Vi Vo
Terhadap hasil kali dalam berikut, untuk u, ve My, u= , V= :
uz Uy V3 V4

<u, v>=3u;vituvotuzvst2usvy

1 2 2 1 -4 1 )
Dan vektor: a= , b= , dan ¢= , hitunglah:
0 -1 -4 3 0 0

<a, b>

<a+tc, b>

<a, b> + <¢, b>
<-3¢, a>

—3<a, ¢>

<a, a>12

<, 12

@ e o oW
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Jawab:
a. <a, b>=3.1.2+2.110.(-4)+2.(-1).3=2
-3 3 2 1
b. <atc, b>=<[0 1][ A 3}>=3.(-3).2+3.1+o.(-4)+2.(-1).3=-21
c. <a,b>+<c, b>={3.1.242.140.(-4) + 2.(-1).3} + {3.(-4).2+1.1 + 0.(-4) + 2.0.3}=
=2+(-23)=-21
12 =31 2
d. <3¢, a>=< : >=3.12.1+(-3).2+0.0+2.0.(-1)=30
0 o010 -1
e. —3<a, ¢>=-3{3.1.(-4)+2.1+0.0+2.(-1).0}=30
<a, a>'"?={3.1.142.2+0.0+2.(-1).(-1)} "*=3
g <c, ¢>"?={3.(-4).(-4)+1.1+0.0+2.0.0}*=7

jar}

Latihan:

Untuk soal no. 1 s/d 10, tunjukkan operasi tersebut merupakan hasil kali dalam atau jika
bukan hasil kali dalam, berikan contoh penyangkal.

<(aj, ap, a3), (b1, by, b3)>=(a;+1)b; +(a+1)b, + (az+1)bs

<a0+a1x+a2x2, b0+b1x+b2x2>=3aobo+2a1b1+a2b2

<p, ¢>=p(0)q(0)+p(1)q(1)+p(-1)q(-1), untuk p=p(x), g=q(x)€ P>

<( a, a, a3), (bl, bz, b3)>=a1b1 + 3a,by + azbs

<(ai, a, a3), (b1, by, b3)>= (a; + by)(az + by)(as +bs)

up ujp Vi V2
<u, V>:LI12V12+LI22V22+L132V32+L142V42, untuk u= , V=
uz Uy V3 V4

AR

a

u up Vi V2
7. <u, v>=3u;v;tuvotuzvi+2uyvy, untuk u= , V=
usz Uy V3 V4

o

<(a1, a2, a3), (by, b, b3)>=a;b; - 4asb; + azbs
9. <(ay, ay, a3, ag), (by, by, bz, by)>= a;b; + 4azb, + azb; + Sasby

[ul uz] |:V1 V2:|

10. <u, v>=7uyv,+6u4vy4, untuk u= , V=

usz Uy V3 V4

11. Terhadap hasil kali dalam pada soal no. 2, hitunglah: <u, v> dan <v, u>, jika
u=(2, -1, 3) dan v=(0,5,4)

12. Terhadap hasil kali dalam pada soal no. 3, tentukan k sehingga <u, v>=0, jika
u=2k + 3x — 2x°, dan v=4x + 3x°

13. Jika p=(0, 1, -1, 2) dan q=(3, -2, 4, 1), hitung k sehingga k<p, ¢>=4, dengan
menggunakan hasil kali dalam pada soal no. 9

14. Jika p=(0,1,-1,2), q=(3,-2,4,1),dan r=(2, 3, -1, 0), hitung <p+r, ¢> dan
<p, > + <r, ¢>, dengan menggunakan hasil kali dalam pada soal no. 9

15. Jika p=p(x)=2 — 3x + x> dan q=q(x)=x — 2x°, dengan menggunakan hasil kali dalam

1
<u,v>= [ u(x)v(x)dx , hitunglah <p, g>, <q, p>, <p, p>, dan <q, ¢>

16. Terhadap hasil kali dalam yang didefinisikan berikut: untuk p=ag+a;x+a,x” dan
q= b0+b1x+b2x2, <p, ¢ = 2a9bp+3a;b; + asby, jikar =2 + 3x — 4x* dan t = -2x + xz,
hitunglah <r, t>, <t, r>, <r, r>, dan <t, t>
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B. Panjang dan Sudut

Sebagaimana pada hasil kali titik, maka didefinisikan hal-hal sebagai berikut, tentunya
panjang, jarak dan sudut di dalam ruang hasil kali dalam ini tidak dapat
divisualisasikan.

Definisi:
Misalkan V ruang hasil kali dalam, misalkan u, ve V
1. Panjang vektor u, didefinisikan: 7u7=<u, w>'?

2. Jarak antara u dan v, didefinisikan: 7u - v7=<u-v, u-v>""?

u’

> .
——— , jika u0 dan v£o

Jull¥

3. Cosinus sudut antara u dan v, didefinisikan: cos@ =

Contoh: (hasil kali titik yang diboboti untuk R")
Terhadap hasil kali dalam:

<u, v>=2u;v; + uvy + 3uzvs

dan diberikan: u=(0, 2, 2) dan v=(3, 2, 1). Hitung:
a. Panjang u dan panjang v

b. Jarak antara u dan v

c. Cosinus sudut antara u dan v.

Jawab:
a. Panjang u =Tu7=<u, u>'?=(2.0.0 + 2.2 +3.2.2)"*=(4+12)"*=4
Panjang v =7v7=<v, v>"?=(2.3.3 + 2.2 + 3.1.1)"*=(18+4+3)"*=5
b. Jarak antara u dan v = 7u-v7 =<u-v,u-v>"?=<(-3,0,1), (-3,0, 1)>"* =
(2.(-3).(-3)+0.0 + 3.1.1)"*=21""
203+22+32.1 1
4.5 2

c. Cosinus sudut antara u dan v=cos@ =

Dalam contoh soal di atas, panjang u adalah 4, tetapi jika menggunakan hasil kali dalam
Euclides, maka didapat 7u7=2V2. Karena itu, dengan didefinisikannya hasil kali dalam
ini, maka panjang, sudut dan juga jarak menjadi relatif terhadap hasil kali dalam yang
digunakan.

Contoh:
1
Terhadap hasil kali dalam: <u, v>= J—l u(x)v(x)dx dan jika u=1+x, v=x+2x7 hitunglah:

a. Panjang u dan panjang v
b. Jarak antara u dan v
c. Cosinus sudut antara u dan v.

Jawab:
a. Panjang u =7u7=<u,
1
1 1
u>1=( j_l (14 x)(1+ x)dx )*=( j_l (1+2x + x2)dx ) *=(x + x? +%x3 )2=
-1
{(1+1+1/3) - (-1+1-1/3)} =(8/3) 1
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1
Panjang v=7v7=<v, v>""=( J—l (r+2x %) (x+2x%)dx )=

1
) 2= {13 + 1 +4/5) - (-1/3+1-

1 1 4
=(J 1(x2 +4x° +4xh)dx )2 = (EX3 +x? +gx5
- -1

4/5)}'2=(34/15) "

b. Jarak antara u dan v=d(u, v)= 7u - v7=<u-v, u-v>1/2=<1-2x2, 1-2x>>12=

1
1 1
(j_l (1—2x2)(1—2x2)dx)”2=(j_1 (1—4x2 +4x*)dx)"? = (x—§x3 +§x5 )%=
-1
{(1-4/3+ 4/5)- (-1 +4/3 -4/5)} "= (16/15) "2
c. Cosinus sudut antara u dan

1
ﬁl 1+ x)(x+ 252 )dx J—l (x+ 3x2 4+ 253 )dx

v=cosb = SILV>_
Jullv] \/§ \/374 W17
3V15 3.5
R +1x4 1
2 27 | _6v5 35
417 417 2417
345
Definisi:

Misalkan V ruang hasil kali dalam.
Misalkan u, ve V, u dan v disebut saling ortogonal jika <u, v>=0.

Contoh:

9 0 5 =8
Apakah u= , dan v= 9/ | saling ortogonal terhadap hasil kali dalam:
-3 4 3 - A

a. <a, b>=a;b;+2a,b,t3a3bs+4asb,
b. <a, b>=a;b;t+asb,tasbstasby
c. <a, b>=ab;t+abytazbs+8asb,

Jawab:

a. <a, b>=9.5+2.0.(-8)+3.(-3).3+4.4.(-9/8) = 0
b. <a, b>=9.5+0.(-8)+(-3).3+4.(-9/8)=31,5

c. <a, b>=9.5+0.(-8)+(-3).3+8.4.(-9/8) =0

Dari contoh ini, terlihat bahwa u dan v, hanya ortogonal terhadap hasil kali dalam pada
soal a. dan c., tetapi tidak ortogonal terhadap hasil kali dalam b. Karena itu,
keortogonalan dua vektor tergantung dari hasil kali dalam yang berlaku di dalam ruang
hasil kali dalam tersebut.

Definisi:
Misalkan V ruang hasil kali dalam.
Misalkan W={uy, up, ..., u,}V
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Misalkan ve V, v disebut ortogonal pada himpunan W jika v ortogonal pada setiap
anggota W atau untuk setiap i=1, 2, ..., n berlaku <u;, v>=0.

Contoh:

Apakah u=(2, -1, 0), ortogonal terhadap himpunan W ={a = (2, 2, 3), b=(3, 3, -1),
c¢=(-4,-4, 3 )} terhadap hasil kali dalam: <p, q>= p1q: + 2q2p2 + q3p3?

Jawab:

<u,a>=22+2(-1).2+03=0

<u,b>=23+2.(-1).3+0.(-1)=0

<u, c>=2.(-4)+2.(-1).(-4)+03=0

Jadi, u ortogonal terhadap himpunan W.

Definisi:

Misalkan V ruang hasil kali dalam.

Misalkan W={uy, up, ..., u,}CV

W disebut himpunan ortogonal jika setiap dua anggota W yang berbeda saling
ortogonal, atau <u;,u>=0, untuk setiap i#j, dengan i, j=1, 2, ..., n.

Contoh:

Apakah W={a=(-1, 0, 3), b=(2, 1, 1), ¢=(1, -7, 1/2)} merupakan himpunan ortogonal
terhadap hasil kali dalam:

<u, v>=3u;v] + upvy + 2u3viz?

Jawab:
<a,b>=3.(-1).2+0.1+23.1=0

<a, ¢>=3.(-1).1 +0.(-7) +2.3.1/2=0
<b, c>=3.2.1+1.(-7) +2.1.112=0
Jadi, himpunan W himpunan ortogonal.

Latihan:

1. Terhadap hasil kali dalam <u, v>=4u;v,+u,v,+u3vi+2usvs untuk u, v € R4, jika
a=(2,-3,1,0),b=(3,0, 2, 1), dan ¢=(-1, 1, 0, 3). Hitunglah:

7a7

7b7

7¢7

d(a, b)

d(a, ¢)

d(b, ¢)

cosinus sudut antara a dan b

cosinus sudut antara a dan ¢

. cosinus sudut antara b dan ¢

2. Terhadap hasil kali dalam <p, q>=agby+2a;b;+a,b, untuk p, qe P,, jika a=1+x,
b=1-x?, dan c=x+x". Hitunglah soal-soal seperti no.1.

3. Terhadap hasil kali dalam <u, v>=u;v;+u,v,+usvitusvs untuk u, ve My, jika

a= [_11 ﬂ , b= [(1) IJ , dan C=[ 11 ﬂ . Hitunglah soal-soal seperti no.1

FER 0 a0 o
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10.

C.

Terhadap hasil kali dalam soal no.1, selidiki apakah u=(2, -1, 2, 2) dan v=(3,8,2,-5)
saling ortogonal?

Terhadap hasil kali dalam soal no.2, selidiki apakah u=2+3x-3x> dan v=3+x+4x>
saling ortogonal?

0 3
Terhadap hasil kali dalam soal no.3, selidiki apakah u=|: 5 0:| dan

-1 2
V= saling ortogonal?
[4 3] g ortog

Terhadap hasil kali dalam soal no. 1, no. 2, dan no. 3, untuk ruang vektor yang

sesuai, selidiki apakah pasangan vektor dan himpunan vektor di bawah ini

ortogonal?

a. u=(2,3,-1,2), dmW={a=(1,2,2,-3),b=(0,1,3,0),c=(1,0,0, -2),
d=(2, -4, 4, 0)}

b. u=(3,-2,3,-2), dan W= {a=(0, 4, 0,-2),b=(1,1,2,4),c=(1,3,0,2),
d=(2, -4, -4, 5)}

c. u=2+3x-— xz, dan W={ a=1 + 2x2, b=2x + 12x2, c=4+x+ 14x2}

2 3 1 0 0 1 2 2 3 -2
d u= , dan W={ a= , b= , C= ,d= }
-1 4 -6 -2 30 -2 =3 4 -1
4 -3 2 -4 0 6 2 3 2
u= , dan W={ a= , b= , C= , d= }
2 5 0 -4 -1 4 -2 1 -9

Selidiki manakah himpunan-himpunan di bawah ini yang merupakan himpunan
ortogonal, untuk hasil kali dalam Euclides pada R*?
a. W={a=(0, 2, 3, -3), b=(-1, -3, 2, 0)}
b. W={a=(0, 3, 1, -3), b=(0, 1, 3, 2), ¢=(1, 0, 0, 0), d=(0, 11, -9, 8)}
c. W={a=(1,0,2,2),b=(0, 1, 2, -2), ¢=(-16, 0, 4, 4), d=(0, 4, -1, 1)}
d. W={a=(1,2,0,1),b=(-2,1,2,0),¢=(2,0, 1, -1), d=(6, -16, 7, 13)}
Untuk hasil kali dalam <u, v>=u,v;+u,v,+2u3v3+2u4vs, manakah himpunan yang
ortogonal dari himpunan-himpunan yang terdapat pada soal no.8?
Tentukan k, jika diminta pasangan vektor di bawah ini saling ortogonal terhadap
hasil kali dalam yang diberikan.
a. Jika u=(2, k, 3) dan v=(-1, 2k, k) terhadap hasil kali dalam Euclides.
b. Jika u, dan v seperti soal no. 10 a., tetapi hasil kali dalam:
<u, v>=u,v;t2uvyt4u,vs.
c. Jika u= 5+ kx* dan v=5 - kx*, terhadap hasil kali dalam:
<u, v>=agbgta;b;+asb,
d. Jika u=5 + kx* dan v=\'5 - kx?, terhadap hasil kali dalam:

<u, v>= J; u(x)v(x)dx

N O

Ortonormalisasi

Dalam bidang keteknikan diperlukan basis-basis yang menyederhanakan perhitungan
dalam membentuk kombinasi linier dari suatu vektor, untuk itu diperlukan basis
ortonormal, sebagaimana dinyatakan dalam definisi di bawah ini:
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Definisi:
Misalkan V ruang hasil kali dalam.
W={uy, uy, ..., u;}cV. Himpunan W disebut himpunan ortonormal, jika W himpunan

ortogonal dan panjang setiap anggota W adalah satu. Atau dalam bentuk lambang,
ditulis:

1. <u;, up>=0, untuk 1, j=1, 2, .r dan i#j.

2. Tui7=1, untuk setiap i=1, 2, ..., r

Contoh:
Jelas, bahwa himpunan basis baku terhadap hasil kali dalam baku pada masing-masing
ruang hasil kali dalam merupakan himpunan ortonormal.

Contoh:
Apakah himpunan W={u,=1, u,=V3 (1-2x), us=\5(1-6x+6x")} terhadap hasil kali

1
dalam <p, g>= JO p(x)g(x)dx merupakan himpunan ortonormal?

Jawab:

<uy, u2>=£1.ﬁ(1—2x)dx=\/§(x—x21;=0
<uy, U3>=J21.\/§(1—6x+6x2 )a’x=\/§(x—3x2 + 2x3110=0
<ty us>= [V3(1- 20 N5 (1~ 63+ 6 by =15 [ (1~ 8 +18x% 122" Jix=

\/E(x—4x2 +6x° =3x* 1;=0
Jadi, W himpunan ortogonal.

TuyT=<uy, w>"2=([1.1dx) " *=( o ) 2=1
1

Tuy7=<u, uy>""=( jol\/E (1-2x)/3(1=2x)dx )"*=(3 [x —2x7 + %f J )2=1

0

— 12_ ! _ 2 _ 2 1/2_
Tus7=<us, us>'"=([5(1- 6x+6x> N5(1- 6+ 637 Jax)
o teet qet 236 5 ) e
(5| x—6x" +16x" —18x +?x ) =1
0
Jadi, W himpunan ortonormal.

Jika dipunyai basis ortonormal, pencarian skalar-skalar pada kombinasi linier suatu
vektor terhadap basis ortonormal tersebut menjadi mudah. Untuk melihatnya,
perhatikan uraian berikut:

Misalkan W={uy, uy, ..., u,} basis ortonormal dari suatu ruang hasil kali dalam V.
Maka setiap vektor di V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari W. Misalkan
ve V, maka terdapat skalar-skalar k;, ks, ..., ky, sehingga memenuhi persamaan:
V=k1ll1+k2l12+ ...+knlln

Kalikan v dengan salah satu vektor pada basis W, misalkan u; untuk i=1, 2, ..., n,
sehingga:
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<v, u> = <kju;tkouot ... +tkauy, uj > {dari aksioma penjumlahan}
<v, u> = <kjuy, u; >+<kouy, u; >+ ... +<kyu,, w>  {dari aksioma kehomogenen}
<v, u> =ki<uy, u; >+ ko<up, u; >+ ... +ky<u,, u>  {W himpunan ortonormal}
<uy, u; >=0, <up, u; >=0, ..., <uj, u; >=0, <w;, u>=1, <uwj+y, w; >=0, ..., <u,, u; >=0
Jadi, <v, u;> = k;

Jadi, v=<v, u;>u;+<v, uy>urt ... t<v, u,>u,

Contoh:
Jika W={u,=1, u,=V3 (1-2x), us=V5(1-6x+6x)} terhadap hasil kali dalam

<. 4> || p(0)g(x)dx

merupakan basis ortonormal P,, tentukan kombinasi linier dari v=2 + 6x>.

Jawab:

ki=<v, u;>= Jg (2 +6x2 ) ldx= (2x +2x° K) =4

1
ko=<v, w>= [ (24 632 N3 (1 = 2x)dx =3 (2 — 202 + 203 =3x*) =3
0 0

1
k3=<v, u3>=J3 (2+6x2 )\/g(l—6x+6x2 }lx=\/§(2x—6x2 +6x° —9x* +?x5 ] =§
0

Jadi, kombinasi linier dari v terhadap basis W adalah: v=4u; - \ 3u, + \ Suz/5

Contoh:
Tentukan kombinasi linier v=(2, 3, -1), terhadap basis ortonormal W={ u;=(1/2, 0, 1/2),
u=(0, -1, 0), us=(1/2, 0, -1/2)} pada ruang hasil kali dalam: <a, b>= 2a;b,+a;b,*+2a3bs.

Jawab:

ki=<v, u;>=2.2.1/2+3.0+2.(-1).1/2 =1

ko=<v, u>=2.2.0+3.(-1)+2.(-1).0=-3

k3=<v, u3>=2.2.1/2+3.0+2.(-1).(-1/2)=3

Jadi, kombinasi linier v terhadap basis W adalah: v=u; -3u; + 3u3

Setelah mengetahui kemudahan (keuntungan) jika mempunyai basis ortonormal, maka
langkah selanjutnya adalah bagaimana mendapatkan basis ortonormal. Untuk itu,
diingatkan kembali tentang proyeksi ortogonal dan komponen vektor yang ortogonal
terhadap vektor yang lain. Jika W dibangun oleh sehimpunan vektor ortonormal,
{uy, uy, ..., u;}, maka proyeksi ortogonal v terhadap W adalah:
proywv=<v,u;>u; +<v,wmp>u + ... +<v, u; >u,.
Hal ini dikarenakan proyw v terletak di W dan {uy, uy, ..., u;} himpunan ortonormal,
yang berarti panjang setiap anggota himpunan adalah satu, atau <u;, u>=1.
Sedangkan komponen v yang ortogonal terhadap W adalah v - proywv atau
V-<v,u;= u;-<v,uy>u-...-<v, U, >u,.

Untuk mendapatkan vektor yang panjangnya satu dilakukan proses normalisasi, yaitu

dibagi dengan panjang vektornya sendiri atau Y yang dikenal sebagai vektor satuan v.

M
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Pengubahan basis sembarang menjadi basis ortonormal, menggunakan proses Gram-
Schmidt, yaitu:
Misalkan V ruang hasil kali dalam.

Misalkan S={vy, v,, ..., v,} basis sembarang dari V.
Misalkan B={uj, u,, ..., u,} basis ortonormal dari V yang akan dicari.
1. wu; adalah vektor satuan v;i:

v

[vi]

2. u, adalah komponen v, yang ortogonal terhadap u; dan panjangnya satu
Voy—=<Vjy,u; >Uuy

ur=
||V2— < Vo,Uug > l11||
3. wuj adalah komponen vs3 yang ortogonal terhadap {u;, u,} dan panjangnya satu
V3—<Vv3,u; >u;—<v3,upy >Uy

usz=
||V3— < Vi3, >up—< vi3,uy > ll2||
Langkah ini dapat diteruskan sampai langkah yang ke—n.
n. u, adalah komponen v, yang ortogonal terhadap {uj, uy, ..., uy,.;} dan panjangnya
satu
Vo= <Vp,up >u—<vp,up >uy —-K-<v,u,;>u,

u,=
||Vn—<vn,u1 >u—<vp,uy >upy —K-—-<v,,u,, >un_1||

Contoh:
Tentukan basis ortonormal dari S={v,=(1, 0, 1), v,=(0, 1, 0), v3=(1, 0, -1)} terhadap
hasil kali dalam:

<a, b>=2a;b;t4a,b,1+2a3bs

Jawab:
v (1,0,
.o U= =
Ivi| V211+4.00+2.1.1

1 =(1/2,0, 1/2)

Vyo—<Vpo,u; >y

2. ur=
||V2— <Vy,uj > u1||

<vy, u;>=2.0.12+4.1.0+2.0.1/2=0

\z (0,1,0)
= =(0,1/2,0
[v2| +2.0.0+4.1.1+2.0.0 ( :

V3—<V3,u >u;—<Vsz, Uy >Up

ur=

3. usz=
||V3—< Vi, U >u—<Vs,Ujp >ll2||

<v3, u;>=2.1.1/2+4.0.0 + 2.(-1).1/2=0
<v3, u>=2.1.0+4.0.1/2+2.(-1).0=0
V3 (1,0,-1)
uz= =
Iva| 42.1.1+4.0.0+2.(=1).(-1)
Jadi, basis ortonormalnya adalah { u;=(1/2, 0, 1/2), u,=(0, 1/2, 0), us=(1/2, 0, -1/2)}

=(1/2, 0, -1/2)
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Contoh:
Tentukan basis ortonormal dari S={u;=1, u;=1-2x, uz=1-6x+6x"} terhadap hasil kali
dalam:

<p. = [ p()g(x)dx

Vo—=<Vjy,u; >Uuy

2. ur=
||V2— <Vy,u; > l11||

1
<v,, U>= JO (1-2x).1dx=0

Tv27=( j; (1-2x).(1-2x)dx )'*=( jol (1—4x + 4x%)dx ) *=(x - 2x2 +§x3

1
0 3

V3—<Vv3,u; >u;—<v3,upy >Uy

3. usz=
||V3—< V3, >u—<Vvs, Uy >ll2||

1 1
<vs, u1>=JO (1-6x+ 6x2).1dx=(x_3x2 +2y3 )Ozo

<v3, Up>= j; (1—6x+6x2 Xl—zx)dx=j;(1—8x+18x2 —12x° Jix =
(x—4x2 +6x° —3x* )1):()
_ vy _1-6x+6x°
Tl
s
Tv37=<us, uz>""=( Jg (1 —6x+6x> Xl —6x +6x2 Jix Y=

1
2 3 0.4 36 5) 12 44 ]
((x 6x° +16x” —18x" + s X ] ) =Tv3T A

0
Jadi, basis ortonormalnya adalah { w;=1, u;=\3(1-2x), us=V5(1 - 6x + 6x%)}

=V5(1 - 6x + 6x%)

Dua contoh di atas basis sembarangnya merupakan basis ortogonal, sehingga untuk
menjadi basis ortonormal cukup dibagi dengan panjang vektornya sendiri atau diambil
vektor satuannya.
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Latihan:

1.

2.

10.

11.

Terhadap hasil kali dalam <u, v> =3u;v;+u,v, tentukan kombinasi linier dari
a=(3, -5) terhadap basis ortonormal B={b,=(4/7, -1/7), b,=(-\3/21, -4\3/7)}.
Terhadap hasil kali dalam Euclides tentukan kombinasi linier dari a=(0, -2, 2, 1)
terhadap basis ortonormal B={b,=(\2/2,0,¥2/2,0), b,=(0,N2/2,0,N2/2),
bs=(0,2/2,0,-V2/2), bs=(N2/2,0,-V2/2,0)}.

Terhadap hasil kali dalam <p, q>=agby + 2a;b; + 2a,b, tentukan kombinasi linier
dari a=-1+2x+x’ terhadap basis ortonormal B = {b; =1, b,=Y2x + vox? ,
bs=V4x - Vox’}.

1
Terhadap hasil kali dalam <p, g>= JO p(x)g(x)dx tentukan kombinasi linier dari

a=-1+2x+x> terhadap basis ortonormal B ={b;=1, b,= \ 33 +4x - 10x2)/ \ 19,
bs= 5 x%}.
Terhadap hasil kali dalam <a, b>= a;b; + a;b, + asbs + asbs tentukan kombinasi
linier dari a=| > | terhadap basi 1B={b \/% 0
inier dari a= terhadap basis ortonormal B={b;= ,

1 P Ve ey

/ J6 / J6 / J6 / _J6 /

bz b =
J6 / J6 / / 0 /

Terhadap hasil kali dalam Euclides, tunjukkan bahwa basis B= {bl—(\/ 2/2,0,\/2/2,0),
b,=(0,2/2,0N2/2), b3=(0.N2/2,0,-N2/2), b4=(2/2,0,-V2/2,0)} adalah basis
ortonormal.
Terhadap hasil kali dalam <p, g>=agb, + 2a;b; + 2a,b,, tunjukkan bahwa B={b=1,
b= Vox + Vix? , b= 15x - 1/zxz} merupakan basis ortonormal.
Terhadap hasil kali dalam <a, b>=a;b; + 2a;b, + 2a3bs + asb4, tunjukkan bahwa

B={u; = _%\/E ’ , U= [ 0 %], u = y\/z
A ) 0 0

us= / V2 y } merupakan basis ortonormal.
J2

Terhadap hasil kali dalam <u, v>=u;v; + 3u,v; + uzvs tentukan proyeksi ortogonal
vektor w = (2, -2, 3) terhadap sub ruang yang dibangun oleh {a;=(0, Y%, - 12),
a,=(1, 0, 0)} dan tentukan pula komponen w=(2, -2, 3) yang ortogonal terhadap sub
ruang yang dibangun oleh { a;=(0, 2, - /2), a,=(1, 0, 0)}

Terhadap hasil kali dalam Euclides tentukan proyeksi ortogonal vektor w=(2, 1, 3)
terhadap sub ruang yang dibangun oleh {a;=(4/5, -3/5, 0), a,=(-3/5, -4/5, 0)} dan
tentukan pula komponen w=(2, 1, 3) yang ortogonal terhadap sub ruang yang
dibangun oleh { a;=(4/5, -3/5, 0), a,=(-3/5, -4/5, 0)}

Terhadap hasil kali dalam <a, b>=ab; + 2a;b, + 2aszb; + asb4 tentukan proyeksi

1 5

Va:

3 1
ortogonal vektor W:|: 5 2] terhadap sub ruang yang dibangun oleh
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12.

13.

14.

15.

2

komponen w yang ortogonal terhadap sub ruang yang dibangun oleh U.
Terhadap hasil kali dalam Euclides, tentukan bahwa basis ortonormal dari
B={b,=(1, 0, 1), b,=(0,1,1), bs=(1, 1, 1).

Terhadap hasil kali dalam <a, b>=2a,b; + a;b, + 2a3bs, tentukan bahwa basis
ortonormal dari B={b,;=(1, 0, -1), b,=(0,1,1), bs=(2, 1, 0).

Terhadap hasil kali dalam <p, ¢>= fl p(x)g(x)dx , tentukan bahwa basis ortonormal

-1 0 ] 0
U={u;= KE , W= 0 % , 3= / V2 } dan tentukan pula
0 1 VA o 1
VI Y

dari basis sub ruang yang dibangun oleh: {u;=x+2x", u;=2-x’}.
Terhadap hasil kali dalam <p, ¢>= fl p(x)g(x)dx , tentukan basis ortonormal dari
basis ruang vektor baku P,, yaitu: B={b,;=1, by=x, b3=x2}.
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NILAI DAN VEKTOR EIGEN

A. Nilai dan Vektor Eigen

Permasalahan yang seringkali muncul di dalam dunia teknik adalah masalah peregangan
dan pemampatan. Permasalahan ini dalam aljabar linier elementer ini termasuk
kelompok transformasi linier lebih khusus lagi adalah masalah operator linier.
Transformasi linier dan operator linier yang akan dibahas pada bab berikutnya.

Sedangkan penempatan permasalahan nilai eigen dan vektor eigen pada bab yang lebih
awal, dikarenakan lebih mudah dibandingkan dengan transformasi linier. Masalah
peregangan dan pemampatan ini, secara formal dinyatakan dalam definisi berikut:

Definisi:

Misalkan A matrik berordo nxn, vektor xe R" dan x+o, disebut vektor eigen, jika

terdapat bilangan riil A, yang disebut nilai eigen , sehingga memenuhi persamaan:
Ax=Ax

Dari definisi di atas dapat diketahui persyaratan-persyaratan untuk nilai eigen maupun
vektor eigen. Nilai eigen A merupakan bilangan riil, yang berarti dapat bernilai nol,
negatif dan juga positif, sedangkan vektor eigen x merupakan anggota dari R" untuk
Az dan x bukan vektor nol.

Pencarian nilai eigen
Persamaan di atas dapat ditulis sebagai berikut:

AX - Ax=0
Dengan mengingat, bahwa A berordo nxn dan x berordo nx1, maka dengan mengalikan
dengan matrik identitas I yang berordo nxn, maka persamaan di atas dapat ditulis,
sebagai:

Ax - AMlx=0
Atau

(A - AMD)x=o,
dengan mengingat vektor eigen X # 0, maka persamaan di atas harus mempunyai solusi
tak trivial, dan oleh karena itu, maka

det(A - AI)=0
Persamaan det(A - AI)=0 dikenal sebagai persamaan karakteristik atau biasa pula
disebut persamaan penolong, karena menolong menyederhanakan permasalahan
pencarian nilai eigen menjadi lebih sederhana, yaitu hanya sekedar mencari akar-akar
dari polinom a,A" + ap A+ L adtay=0.

Sedangkan metode pencarian akar-akar persamaan yang telah diketahui, diantaranya:
1. Pemfaktoran

2. Rumus ABC (jika persamaan kuadrat)

3. Pembagian sintetis

Contoh:
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Tentukan nilai-nilai eigen dari:

1 05

1 -1 1 -1
A= ,B=|0 2 0|, C=

[1 3] [2 1]

30 3
Jawab:
1 -1 1 0 -1 -1

det(A - AD)=det -A = = (1-M)3-A) + 1=\ -4r+3)+ 1=
et( ) e([1 3] [o 1]) ‘1 34‘ (1-A)(3-M) ( )

A7 - 4N + 4 =(\-2)(A-2)=0, berarti A, » =2
Jadi, nilai-nilai eigen untuk A adalah: {A; , =2}

1 05 1 00 I-A 0 5 lon 5
det(B-AD)=det(|0 2 Of-A|0 1 Op)=| 0 2-» O =(2-7u)‘ N
3 03 0 0 1 3 0 3-A
=(2-0)(A? -4A-12)= (2-L)(A-6)(A+2)=0, berarti A, =2, A, =6, A3 =-2.

Jadi, nilai-nilai eigen untuk B adalah: {A, =2, A, =6, A; =-2}

1 -1 1 0] Jl-n -1
det(C - AT)=det( Y )=
21 0 1 2 1-%

berarti A; = 1+iV2, A, = 1-iV2.
Jadi, dikarenakan tidak ada A yang bernilai riil, maka C tidak mempunyai nilai eigen.

7\“

= (1-M)(1-X) + 2 =A* -2A+3=0,

Pencarian vektor eigen

Dengan memperhatikan bentuk (A - Al)x=o, berarti pencarian vektor eigen suatu matrik
ekivalen dengan mencari solusi tak trivial sistem persamaan linier homogen, atau
menentukan ruang solusi dari sistem persamaan linier homogen. Karena itu mencari
vektor eigen berarti pula mencari basis untuk ruang solusi untuk nilai eigen tertentu.

Contoh:
Tentukan vektor-vektor eigen dari:
1 05
1 -1 1 -1
A= ,B=|10 2 0|, C=
1 3 2 1
3 03
Jawab:

Untuk matrik A, telah didapat nilai eigen: {A; , =2}
Berarti untuk A, , =2, terbentuk sistem persamaan linier homogen (A - 2I)x=o0, schingga

I -1 1 0f])x 0 -1 -1 x, 0 .
-2 = atau = atau matrik lengkapnya:
1 3 0 1(]x, 0 I 1 x, 0

-1 -10 -1 -10
~ atau —x; —xp =0 ataux; =—x, ataux; =—t
1 1 0]b,+b, 0O 0 O

Berarti ruang eigen untuk A, , =2 adalah: {(-t, t) | t#0, te R} dengan basis: {(-1, 1)}
Jadi, vektor eigen untuk A; , =2 adalah: {(-1, 1)}

Untuk matrik B, telah didapat nilai-nilai eigen: {A; =2, A, =6, A3 =-2}
Berarti untuk A; =2, terbentuk sistem persamaan linier homogen (B - 2I)x=o0, sehingga
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1 05 1 0 0ofYx ] [0 -1 0 5]x] [O]
0 2 0[-2/0 1 0||x,|=|0]atau] 0 0 0fx,|=|0
303 00 1||x| |0 3.0 1x,| [0]
atau matrik lengkapnya:
[-1 0 5 0] -1 0 5 0 -1 0 5 0]b, —5b,
0 000 ~l0 0 0 0 ~l0 0 0 0 ~
3 0 1 0Jb,+36, [0 0 16 0]1, [0 0 1 0
16
(-1 0 0 O]
0 000
0 01 0

atau -x;=0, x,=t, x3=0, berarti ruang eigen untuk A; =2, adalah: {(0, t, 0) | t#0, te R}.
Jadi, vektor eigen untuk A; =2, adalah: {(0, 1, 0)}

Untuk A, =6, terbentuk sistem persamaan linier homogen (B - 6])x=o0, sehingga

1 05 1 0 0f])x 0 -5 0 5 |x 0
0 2 0|-6(0 1 Of|x,|=|Ofatau| 0 -4 0 |x,([=|0
3 03 0 0 1[]x, 0 30 =3fux 0
atau matrik lengkapnya:
(-5 0 5 0 _?lbl 1 0 -10 1 0 -10 B
0 -4 0 O ~{0 -4 0 O ~10 =4 0 O0|—b,~
|3 0 =30 3 0 -3 0|b,-3,, |0 0 0 O 4
(1 0 -1 0
01 0 O
0 0 0 0

atau x; —x3= 0, x,=0 atau x; = X3, X,=0 atau solusi sistem persamaan linier homogen
adalah: x; = s, x,=0, x5 =s, berarti ruang eigen untuk A, =6, adalah: {(s, 0, s) | s20,
seR}.

Jadi, vektor eigen untuk A, =6, adalah: {(1, 0, 1)}.

Untuk A3 =-2, terbentuk sistem persamaan linier homogen (B + 2I)x=0, sehingga

1 05 1 0 0f]x 0 3 0 5x 0
0 2 0f+2/10 I Of|x,|[=|0fatau|0 4 Ofx,|[=]|0
3 03 0 0 1f]x, 0 3 0 5]x, 0

atau matrik lengkapnya:

(30 50 3050

0 400 ~10 0 0

3 0 5 0)b;-b, |0 0 0 O
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atau 3x; + 5x3= 0, 4x,=0 atau x; =-5/3 X3, x,=0 atau solusi sistem persamaan linier
homogen adalah: x;=-5r, x,=0, X3 =3r, berarti ruang eigen untuk A; =-2, adalah:

{(-5r, 0, 3r) | 120, re R}.
Jadi, vektor eigen untuk A3 =-2, adalah: {(-5, 0, 3)}.

Jadi, vektor-vektor eigen untuk matrik B adalah: {(0, 1, 0), (1, 0, 1), (-5, 0, 3)}.

Untuk matrik C, karena tidak ada nilai eigen, maka matrik C juga tidak mempunyai

vektor eigen.

Latihan:

1. Tentukan persamaan karakteristik dari matrik berikut:

(-2 3
a. A=

1 2

[5 —4
b. A=

7 6

1 -1
c. A=|1 1

3 1

[0 2
d A=|1 0

-1 1

[1 1

11
e. A=

0 0

0 0

|
|

N OO

-2 =3

2. Tentukan nilai eigen dari persamaan karakteristik berikut:
a. A’ +207-31=0
b. M -4l +A+2=0
c. B-MA+A*-20)=0
d. A -207+A=0

e. (2-N\-

2A+3)=0

3. Tentukan nilai-nilai eigen, jika ada, dari matrik berikut:

2]
[ ]
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(19 -9 -6
c. |25 —-11 -9
17 -9 -4
(-1 4 -2
d|-3 4 0
-3 1 3
(0 b

e. :|,b¢0
_Oa
(0 0 2 0
1 0 1 0
f.
01 -2 0
0 0 0 1
(3 0 0
g |0 1 -1
0 2 -1
(2 1 0 0
1 200
h.

0 0 3 3
0 0 3 3

4. Tentukan vektor-vektor eigen, jika ada, dari matrik-matrik pada soal no. 3.

5. Tentukan nilai dan vektor eigen dari matrik berikut:

[2 1

a.
|1 2
(2 6 -4

b. [0 -1 2
1 2 -1
-1 2 0 0
2 -1 0 O

c.
0 0 2 -1
|0 0 -1 2
(3 0 0

d |2 2 2
(4 1 3
[0 2

e.
(2 0
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0 -5 0
0 1 3 =2
f.
1 0 0 1
-1 2 1 -1

6. Dengan menggunakan diskriminan persamaan kuadrat, tunjukkan bahwa matrik

a b|
c d|
a. mempunyai dua nilai eigen, jika (a-d)> + 4bc >0

b. mempunyai satu nilai eigen, jika (a-d)* + 4bc = 0
c. tidak mempunyai nilai eigen, jika (a-d)* + 4bc <0

a b
7. Tentukan syarat agar matrik |: d:| mempunyai nilai eigen bilangan bulat.
c

8. Tunjukkan bahwa nilai eigen matrik A+B adalah nilai eigen A + nilai eigen B, jika
a b d e
A= dan B=
0 ¢ 0 f

B. Diagonalisasi
Definisi: Misalkan matrik A berordo nxn, disebut dapat didiagonalisasi, jika terdapat
matrik Py, sehingga perkalian tiga matrik P"' AP merupakan matrik diagonal.

Untuk menjamin suatu matrik dapat didiagonalisasi menggunakan teorema berikut:

Teorema: Matrik A« dapat didiagonalisasi jika dan hanya jika mempunyai n vektor
eigen yang bebas linier.

Bukti:
Jika dimiliki Matrik A yang dapat didiagonalisasi, akan ditunjukkan bahwa A
mempunyai n vektor eigen yang bebas linier.

A dapat didiagonalisasi, berarti ada matrik P yang mempunyai invers sehingga P AP
merupakan matrik diagonal, misalkan P'IAP=D, berarti AP=PD.

a, ap, A q, Py Po A py,
Misalkan A= ay an A a, P= Py Pn A Dy, , dan
M M M M M M
ay a, A a, P P N D
A0 A O
D= 0 A4, A O
M M M
0 0 A A,

Vektor-vektor kolom matrik AP dapat ditulis: Ap;, Apy, ..., Apn, dimana py, p2, ..., Pn
vektor-vektor kolom matrik P. Sedangkan vektor-vektor kolom matrik PD dapat ditulis:
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AMp1, A2p2, ..., Aypn. Karena AP=PD, maka kolom-kolom AP juga sama dengan kolom-
kolom PD, sehingga didapat persamaan-persamaan: Ap,=Ap1, Ap>=A2p2, ...,
Apy=Aqpn. Karena P mempunyai invers, berarti det(P)#0, maka vektor-vektor py, p2, ...,
Pn bebas linier, berarti juga vektor-vektor pi, p2, ..., pn tak ada yang berupa vektor nol,
karena itu p1, p2, ..., pn merupakan vektor-vektor eigen dan A4, A;, ..., A, merupakan
nilai eigen yang saling bersesuaian.

Jadi, jika A dapat didiagonalisasi terdapat n vektor eigen yang bebas linier.

Jika A mempunyai n vektor eigen yang bebas linier, akan ditunjukkan bahwa A dapat
didiagonalisasi.

Jika A mempunyai n vektor eigen yang bebas linier, berarti didapat persamaan-
persamaan: Ap1=Ai1p1, Ap2=A2p2, ..., APn=AnPn, dimana py, pa, ..., pn vektor-vektor
eigen A yang bersesuaian dengan nilai-nilai eigen A A, A,, ..., A,. Dari persamaan yang
telah didapat dibentuk matrik yang menempatkan setiap persamaan sebagai vektor-
vektor kolomnya, sehingga didapat matrik [Ap;= Ap>=== Apx] dan matrik
[A1p1=Aapo===A,pn], karena setiap kolom kedua matrik ini sama, maka didapat
persamaan matrik [Ap;= Apo=== Apu|=[Aip1=A2p2===Aypu], jika dibentuk matrik
P=[pi=p>===p.] dan D matrik diagonal yang pada diagonal utamanya berisi A, A,, ...,
An, maka terbentuklah persamaan matrik AP=PD, karena vektor-vektor kolom P bebas
linier, berarti det(P)#0 atau P mempunyai invers, sehingga didapat persamaan matrik P
'AP=D.

Jadi, A dapat didiagonalisasi.

Dari bukti di atas didapat langkah-langkah untuk mendiagonalisasi matrik Ay, yaitu:

1. Tentukan nilai-nilai eigen, misalkan A, A, ..., Ax dimana k<n
2. Berdasarkan nilai-nilai eigen pada langkah 1, tentukan vektor-vektor eigen A,
misalkan dimana pi, p2, ..., P, jika vektor eigen yang didapat kurang dari n berarti

A tidak dapat didiagonalisasi dan langkah selanjutnya tidak perlu dilakukan.

3. Bentuk matrik P dengan menempatkan vektor-vektor eigen sebagai vektor
kolomnya, P=[p;=p===pn|

4. Matrik diagonal P"' AP, merupakan matrik diagonal yang diagonal utamanya adalah
A Ao, ooy A

Contoh:
Apakah matrik-matrik di bawah ini dapat didiagonalisasi? Jika dapat, tentukan matrik P
dan matrik diagonalnya:

2 20
1 0 23
A= ,B=|2 2 0|,C=
31 2 1
0 0 4

Jawab:
Nilai eigen matrik A adalah akar dari persamaan karakteristik: det(A-AI)=0, sedangkan
1-A

1-1
Vektor eigen matrik A adalah basis ruang solusi SPL homogen: (A-AI)x=0 untuk nilai
eigen A tertentu.

det(A-AD)= =(1-L)* = 0, schingga A;, = 1.
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Untuk A=1, didapat SPL homogen:

0 0] x 0
|:3 0 : ] = [O] , sehingga 3x,=0 dan x,=t, schingga untuk nilai eigen A=1, didapat
A2

vektor eigen:

1
dapat didiagonalisasi.

0
E = |: , karena vektor eigen A hanya 1 sedangkan ordo A 2x2, maka matrik A tidak

Nilai eigen matrik B adalah akar dari persamaan karakteristik: det(B-AI)=0, sedangkan
2-4 2 0
detB-AD=| 2 2-4 0 |=(4- 7»)‘

2-1
2
0 0 4-2

2
l‘ =(4 - M)(\* - 40)=0, sehingga A;,

2= 4, 7\.3= 0.
Vektor eigen matrik B adalah basis ruang solusi SPL homogen: (B -AI)x=0 untuk nilai
eigen A tertentu.
Untuk A, ;= 4, didapat SPL homogen:
-2 2 0 x 0
2 -2 0fx,|[=[0],sehingga x; — x,=0 dan x3=t, atau x; =s, x,=s dan x3=t,
0 0 Ofx, 0

1 0
sehingga untuk nilai eigen A, ;= 4, didapat vektor-vektor eigen: Jc)l =|1]| dan Jc)z =[0].
0 1

Untuk A3 = 0, didapat SPL homogen:
2 2 0fx 0

2 2 0fx,|=[0],sehingga x; + x,=0 dan 4x3=0, atau x; =-r, xo=r dan x3=0,
0 0 4f|x, 0
-1
sehingga untuk nilai eigen A;= 0, didapat vektor eigen: }?3 =[1
0

Karena vektor eigen B ada 3 yang bebas linier (funjukkan!), sedangkan ordo B 3x3,
maka matrik B dapat didiagonalisasi.

1 0 -1 4 0 0
Dengan P=[1 0 1 | dan matrik diagonal P'AP=[0 4 0|, jika kolom-kolom
01 0 0 00
1 -1 0 4 0 0
matrik P diubah menjadi P=|1 1 0|, maka matrik diagonal P'AP=[0 0 0
0 0 1 0 0 4
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Nilai eigen matrik C adalah akar dari persamaan karakteristik: det(C-AI)=0, sedangkan

‘2—1

det(C-AD= =(2-A)(1-X)—6=2A% -3\ - 4=\ + 1)(A - 4)=0, schingga A= -

1-2
1, 7\,2:4.

Vektor eigen matrik C adalah basis ruang solusi SPL homogen: (C-AI)x=0 untuk nilai
eigen A tertentu.

Untuk A= -1, didapat SPL homogen:

3 3| x 0
[2 2]|: 1 :| — [0:| , sehingga didapat x; + x, = 0, atau x;= -X,, atau X;=-t, X,= t, sehingga
X,

-1
untuk nilai eigen A= -1, didapat vektor eigen: gl = |: . ] :

Untuk A,= 4, didapat SPL homogen:

-2 3 0
% = , sehingga didapat -2x; + 3x, = 0, atau x;= 3x,/2, atau x;=3s,
2 =3 x, 0

3
X,=2s, sechingga untuk nilai eigen A,= 4, didapat vektor eigen: Ez = |:2] .
Karena vektor eigen C ada 2 sedangkan ordo C 2x2, maka matrik C dapat
didiagonalisasi.

-1 3 -1 0
Dengan P= dan matrik diagonal P AP=
1 2 0 4

Latihan:
1. Apakah matrik-matrik dibawah ini dapat didiagonalisasi? Jika dapat, tentukan P dan
matrik diagonal P"'AP.

[2 2
a. A=
_2 2}
(1 4
b. A=
2 -1
[2 0
c. A=
_3 2}
[2 5
d A=
-1 -2
(5 6 2
e. A=[0 -1 -8
1 0 -2
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(-1 2
f. A=|3 -2 0
(2 3
(3 0 0
g A=|0 2 0
0 1 2
[1 0 -5
h. A=|3 0 1
(1 0 -1
(-1 2 4 -2
0 20 0
1. A=
-3 1 4 0
-3 1 1 3
(2 2 1 2
11 0 0
. A=
0 0 -1 -1
0 0 0 -1
(1 2 0 0
21 00
k. A=
0 0 2 1
0 0 1 2

0
2. Tentukan syarat untuk b, sehingga |:Z :| dapat didiagonalisasi, tentukan pula
a

matrik P dan matrik diagonalnya.

2
3. Jika matrik |:Cll b:| mempunyai nilai eigen A;=0 dan A,=3, tentukan « dan b. Juga

30
tentukan matrik P sehingga matrik diagonalnya |:0 0]

a

4. Apakah matrik |: a] dengan a sembarang bilangan riil dapat didiagonalisasi?

a a

Jika dapat, tentukan matrik P dan matrik diagonalnya.

5. Tunjukkan bahwa (P"'AP)* = P"' AP, bagaimanakah dengan persamaan (P'IAP)k =
=P A*P, dengan k bilangan asli, benarkah?

6. Hasil dari no. 5, berarti AkZPDkP'l, dimana D=P'1AP, gunakan hasil ini untuk

: 4. 21
menghitung: A", jika A= > 1l

a b
7. Tentukan syarat agar matrik |: d] dapat didiagonalisasi.
c
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C. Diagonalisasi Ortogonal
Definisi: Matrik A,x, disebut matrik simetri, jika memenuhi: A'=A.

Contoh:

Matrik A= @0
SE¥

Definisi: Matrik A, disebut matrik ortogonal jika Al=A"

adalah matrik simetri.

Contoh:
Apakah matrik-matrik di bawah ini matrik ortogonal? Jelaskan

TR

Jawab:

v e ]

Jadi, matrik A bukan matrik ortogonal.

% % dan A'= % %

Tetapi matrik B adalah matrik ortogonal, karena A™'=
’ _4/ 3 _4/ 3
A A

Matrik ortogonal mempunyai sifat:

1. Vektor-vektor kolomnya membentuk himpunan ortonormal terhadap hasil kali
dalam Euclides

2. Vektor-vektor barisnya membentuk himpunan ortonormal terhadap hasil kali dalam
Euclides.

Definisi: Matrik Ax, disebut dapat didiagonalisasi secara ortogonal, jika terdapat matrik
P yang ortogonal, sehingga P"' AP = P'AP merupakan matrik diagonal.

Untuk mendapatkan syarat matrik yang dapat didiagonalisasi secara ortogonal,
perhatikan uraian berikut:

Misalkan Ay, dapat didiagonalisasi secara ortogonal, maka berlaku:
P'AP=P'AP=D atau AP=PD atau A=PDP"'=PDP",
A'=(PDP")'=(P")'D'P'=PDP'=A
Jadi, matrik A simetri.
Pada sisi yang lain: jika A matrik simetri, apakah A dapat didiagonalisasi secara
ortogonal? Bukti ini tidak diberikan pada buku ini.

Kenyataan di atas disimpulkan dalam teorema berikut:
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Teorema: Anx, matrik yang dapat didiagonalisasi secara ortogonal jika dan hanya jika A
matrik simetri

Langkah-langkah diagonalisasi ortogonal matrik simetri Ay, :

1. Tentukan nilai-nilai eigen matrik A, misalkan: A, A,, ..., Ay, dimana k < n.

2. Tentukan vektor-vektor eigen A, misalkan: xy, Xy, ..., X;.

3. Lakukan proses Gram-Schmidt menggunakan hasil kali titik untuk mendapatkan
vektor-vektor eigen yang ortonormal, misalkan menjadi: py, p2, ..., Pn

4. Bentuklah matrik P = [p;= ps=...= pa] dan matrik diagonal yang entri-entri pada

diagonal utama nilai-nilai eigen yang bersesuaian dengan vektor eigen pada kolom
P.

Contoh:

Tentukan matrik P ortogonal dari matrik-matrik di bawah ini:
2 0 1

(a) A |:1 2:| (b)B=(0 1 0 (c)C |:2 2]

a) A= = c) C=

2 1 5 2

1 0 2

Jawab:

Nilai eigen matrik A adalah akar persamaan karakteristik: A? - 2A -3 = 0, yaitu: A; = 3
dan A, =-1.
Vektor eigen matrik A adalah basis dari ruang solusi SPL homogen

-1 2 | x 0 )
= , yaitu:
2 1-Ax, 0

1 -1
£ = L] untuk nilai eigen A, = 3 dan £, =[ . ] untuk nilai eigen A, = -1.

Vektor-vektor eigen yang ortonormal didapat dengan melakukan proses Gram-Schmidt
terhadap hasil kali dalam Euclides, yaitu:

/ A /\/_ . _ / V2 / V2 0
/\/_ dan B /\/_ , sehingga P= /\/_ /\/_ dan P'AP= |:0 _1:|

Nilai eigen matrik B adalah akar persamaan karakteristik: (1 - A)(A? - 4A + 3) = 0, yaitu:
7\,1’2 =1 dan 7\,3: 3.
Vektor eigen matrik B adalah basis dari ruang solusi SPL homogen
2-4 0 1 x] Jo
0 1-4A 0 |x,[=[0],yaitu
10 2-2fx| |o

-1 0
J?l =| 0 | dan Ez =| 1| untuk nilai eigen A; , = 1 dan
1 0
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1
B, =| 0| untuk nilai eigen As = 3.
1
Vektor-vektor eigen yang ortonormal didapat dengan melakukan proses Gram-Schmidt

terhadap hasil kali dalam Euclides, yaitu:
_1 0 %
VA
0 1 0

WA 0 Vi
-l 0o |, p o

£1 ,=|1], dan £3 = , sehingga P= dan
) bl a0
) " AR
1 0 O
P'AP=[0 1 0
0 0 3

Matrik C tidak mempunyai P matrik ortogonal, karena C bukan matrik simetri.

Latihan:
Apakah matrik-matrik di bawah ini, dapat didiagonalisasi secara ortogonal? Jika dapat,
tentukan matrik P yang ortogonal:

[—4 0
1. A=
0 2
(6 8
2. A=
8 -6
(3 0 3
3. A=[0 0 0
3 0 3
(1 1 1
4. A=[1 1 1
111
(1 2 0
5. A=[/2 -1 1
0 1 1
(1 3 9
6. A=[3 2 0
9 0 2
[4 3
7. A=
3 -4
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8. A=|2 -1 20
(0 b
e ]

10.A=[b a O
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TRANSFORMASI LINIER

A. Pengertian

Pemetaaan F dari ruang vektor V ke ruang vektor W, berarti setiap anggota V dikaitkan
dengan tepat satu anggota di W. V disebut domain dan W disebut kodomain. Anggota
W, misalkan ye W, yang mempunyai kaitan dengan anggota V, misalkan xe V, melalui
pemetaan F, atau ditulis y=F(x) disebut peta dari x, sedangkan x disebut prapeta dari y.

Misalkan F pemetaan dari R® ke R* dengan rumus:
F(x,y, z)=(x + 2y, 2x - 3z)
Maka (0, 1, -1) adalah prapeta dari (2, 3), karena F(0, 1, -1)=(2, 3).

Himpunan bagian dari W yang semua anggotanya mempunyai prapeta di V disebut
daerah nilai atau daerah jangkauan atau range, secara formal dilambangkan
R(F)={yeW | xeV, 3y =F(x)!.

Bentuk khusus dari pemetaan yang dibahas pada bab ini adalah transformasi linier, yaitu
pemetaan dari satu ruang vektor ke ruang vektor yang lain yang memenuhi aksioma
kelinieran. Transformasi linier banyak dipakai dalam bidang-bidang yang lain, seperti:
ekonomi, fisika, keteknikan, dll. Khusus untuk informatika banyak dipakai dalam
bidang citra (image).

Definisi:

Misalkan V dan W ruang vektor.

Fungsi (Pemetaan) dari V ke W, F: V> W, disebut transformasi linier, jika memenuhi

dua aksioma, berikut:

a. F(u + v)=F(u) + F(v), untuk setiap u dan v anggota V.

b. F(ku)=kF(u), untuk setiap u anggota V dan setiap k skalar (dalam buku ini £ anggota
bilangan riil)

Kedua aksioma di atas dapat disingkat menjadi satu aksioma berikut:
c. F(ku + Iv)=kF(u) + [F(v), untuk setiap u dan v anggota V dan untuk setiap k, dan /
skalar.

Contoh:
Apakah fungsi F(x, y, z)=(x + 2y, 2x — 3z) merupakan transformasi linier?

Jawab:

Fungsi di atas merupakan fungsi dari R® ke R?. Untuk menunjukkan F transformasi

linier, maka ambil anggota dari R yang berbentuk umum, sehingga memenuhi aksioma

kelinieran.

a. Ambil u, ve R*, misalkan u=(x;, y1, z1) dan v=( X2, y», Z»), dengan mengingat aturan
penjumlahan vektor u+v=( x;+ X, y; +y2, z;+ z»), maka nilai fungsi u+v adalah:
F(u +v) = ((xi+x2) + 2(y1 + y2), 2(x1+ X2) — 3(z1 + 22)) {definisi fungsi}

F(u + v) = (xX1+ x2 + 2y; + 2y, 2X1+ 2x; — 371 — 37,) {sifat distributif bilangan
riil}
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F(u+v)=((x1+2y1) + (x2 + 2y2), (2x; —37)) + (2x2 — 37,)) {sifat asosiatif

bilangan riil}

F(u + v) = (x1+ 2y, 2x1 —37)) + (X2 + 2y2, 2X2 — 32) {aturan penjumlahan
vektor}

F(u + v) =F(u) + F(v) {definisi fungsi}

b. Ambil u €R’, dan ambil & skalar, maka dengan mengingat perkalian vektor dengan
skalar, ku=( kx,, kyi, kz;), maka nilai fungsi ku adalah:

F(ku) = (kx1 + 2ky1, 2kx; - 3kzy) {definisi fungsi}

F(ku) = (k(x1 + 2y1), k(2x; - 321)) {sifat distributif bilangan riil}

F(ku) = k(x1 + 2y1, 2x1 - 321) {aturan perkalian vektor dengan skalar}
F(ku) = kF(u) {definisi fungsi}

Jadi, fungsi yang diberikan di atas termasuk transformasi linier.

Contoh:
Apakah fungsi F(x, y) =2 + 3x — y merupakan transformasi linier?

Jawab:

Contoh penyangkal: u = (2, 3), k=5, maka
F(ku)=F(10,15)=2+3.10-15=17

Tetapi kF(u) = 5F(2,3)=5(2+3.2-3)=25

Jadi, fungsi yang diberikan di atas bukan transformasi linier.

Contoh:

Misalkan A matrik berordo m x n yang tetap. Maka fungsi T(x)=Ax , dimana xe R",
merupakan transformasi linier.

Karena misalkan x;, x, e R", maka

T(x1 +x2) = A(x1 + X2) = Ax; + Ax; = T(xy) + T(x2).

Dan yang kedua, misalkan x;e R", dan k skalar, maka

T(kx1) = A(kx1) = k(Ax;) = kT(x1).

Transformasi linier yang demikian disebut transformasi perkalian matrik atau biasa
dikenal sebagai transformasi matrik. Setiap Transformasi Linier dari R" ke R™, dapat
dinyatakan sebagai transformasi matrik.

Contoh:
Dibentuk fungsi T: P, —— P3 dengan rumus T(a + bx + cx?) = x(a + bx + ¢x?), apakah
fungsi ini merupakan transformasi linier?

Jawab:
1. Ambilp=a; +bx+ clx2 dan q =a; + box + czx2 anggota P,, maka
T(p + q) = T((a1 + bix + ¢1x°) + (@ + byx + cx°)) {definisi penjumlahan

polinom}
T(p + q) = x((a + bix + ¢1x7) + (a2 + box + cx°)) {definisi fungsi}
T(p + @) = x(a1 + bix + ¢1x°) + x( @ + bx + ¢x") {sifat distributif polinom}
T(p +q)=T(p) + T(q). {definisi fungsi}

2. Ambilp=a; +bx+ clx2 anggota P,, dan £ skalar, maka
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T(kp) = T(k(a; + bix + ¢;x%))
T(kp) = x(k(a; + bix + ¢1x°))
T(kp) = k(x(a; + bix + ¢;x%))
T(kp) = kT(p).

Jadi, T termasuk transformasi linier.

{definisi perkalian skalar dengan polinom}
{definisi fungsi}

{sifat distributif polinom}

{definisi fungsi}

Contoh:

Dibentuk fungsi T: M, —— M3 dengan rumus:

a+b 0
0

c+d

2]

Jawab:

0

¢ 1

. | |

1. Ambil m1—|:
al +a2
Cl +Cz
T(m;+ my) = T[|:

[ (a, +a,)+ (b, +b,)
0
| (¢, +¢,)+(d, +4d,)

b, +b,
d +d,

Cy +Cz

[(a, +b,)+(a, +,)
0+0
(¢, +d,) + (¢, +d,)

F(al +b)
0
_(Cl +d))

0
_bl)
0

(a,

a-b

b ] |:a2 b,
dan my=
d c, d,

c+d
0
a+b

] , berarti:

by +by | )_
d +d,
0
(a, +a,)—(b, +b,)

0

0+0
(a, —b))+(a, —b,)
0+0

(c, +d,))
0
(a, +b))

(a, +b,)
0
(c, +d,)

T(m1+ mz) = T(m1) + T(mz)

, a, b
Ambil m;=
¢, d,
ka, + kb,
0

ke, + kd,

T(km,) =

ka, — kb,

] anggota M, dan k skalar, maka kmlz[

0 ke +kd,
0

0 ka, +kb,

apakah T termasuk trnasformasi linier?

:| anggota M,, maka m;+ m,

(¢, +¢,)+(d, +d,)]
0
(a, +a,)+ (b +b,) |
{definisi fungsi}
(¢, +d))+(c, +d,)
0+0
(a, +b))+(a, +b,) |
{sifat asosiatif bil. riil}
(c, +d,)
0
(a, +b,)

{sifat penjumlahan matrik}
{definisi fungsi}

0

(a, —b,)
0

ka,
ke,

kb,

, berarti
kd, :|

{definisi fungsi}
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k(a, +b,) 0 k(c, +d,)

= 0 k(a, —b,) 0 {sifat distributif bilangan riil}
k(c, +d,) 0 k(a, +b,)
a, +b, 0 ¢ +d,
=kl O a, —b, 0 {sifat perkalian skalar-matrik}
c, +d, 0 a, +b,
T(km,;) = kT(m;) {definisi fungsi}

Jadi, T termasuk transformasi linier.

Contoh:
Didefinisikan fungsi T: M, = P, dengan rumus:

a a
T([ l 2:|J:2al+a2+(2a2—3a3)x+(a1+a4)x2
a, a,

Apakah fungsi di atas termasuk transformasi linier?

Jawab:

, b, b, c
1. Ambil m;= dan m,= anggota M,, maka
b, b ¢, ¢,

3 4

m;+m, =
by+c, b,+c,

([bl +c, b, +02:|)
T(m1+ m2) =T =
by+c, b,+c,
=2(brte1)H(bartes) + (2(batea)-3(bstes))x + ((bite) Hbates)x’
{definisi fungsi}
= 2b1+ by)H(2cr+ez) + ((2b2 - 3b3)H(2¢s -3c3))x + ((bit bs) + (c1tes)x’
{sifat asosiatif bil. riil}
= ((2b1+ by)+ (2by - 3b3)x+ (bi+ by) x°) + ((2ertes) + (2¢5 -3¢3)x + (cr+ea)xd)
{sifat penjumlahan polinom}

b +c, b, +c2:|

=T(m;)+T(my) {definisi fungsi}
] b, b, kb, kb, ]
2. Ambil m;= anggota M, dan k skalar, maka km,= , berarti
b, b, kb, kb,
kb, kb,
T(kllll) =T =
kb, kb,
=2kb, + kby + (2kb, — 3kaz)x+ (kb + ka4)x2 {definisi fungsi}
=k(2b; + by + (2by — 3as)x+ (b + ag)x?) {sifat distributif bil. riil}
=kT(m;) {definisi fungsi}

Jadi, fungsi yang didefinisikan di atas termasuk transformasi linier.
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Contoh:
Didefinisikan fungsi T: P, > R? dengan rumus:
a+b+c
T(a +bx+cx? )= a-b-c
b+c
Apakah fungsi T yang didefinisikan di atas termasuk transfomasi linier?
Jawab:
1. Ambil p=p(x)=a1+b1x+clx2 dan q=q(x)=a, +b2x+czx2, maka
PHa=p(x)+q(x)= (a1+ a2)+(b1+b2)x +(c1+c2)x>, berarti
(a, +a,)+ (b, +b,)+(c, +c,)
T(p+q) = | (a, +a,) = (b, +b,) — (¢, +¢,) {definisi fungsi}
(b, +b,)+ (¢, +¢,)
[(a, +b, +¢,)+(a, +b, +c,)
=|(a, b, —¢,)+(a, =b, —c,) {sifat asosiatif bil. riil}
(bl +cl)+ (bz +c2)
[a, +b, +¢, a, +b, +c,
=la, =b —c, |t|a, -b, —c, {sifat penjumlahan vektor}
| bt b, +c,
=T(p) + T(q) {definisi fungsi}
2. Ambil p=p(x)=a1+b1x+c1x2 dan kskalar, maka kp = ka,+ kb;x+ keix®
ka, + kb, + kc,
T(kp)= | ka, — kb, — kc, {definisi fungsi}
kb, + kc,
k(a, +b, +¢c,)
=|k(a, —=b, —c,) {sifat distributif bil. riil}
k(bl + cl)
a, +b, +c
=k|a, —b, — ¢, {sifat perkalian skalar dengan vektor}
b, +c,
=kT(p) {definisi fungsi}

Jadi, fungsi yang didefinisikan di atas termasuk transformasi linier.

Contoh:

Fungsi yang memetakan setiap vektor di V ke vektor nol, disebut fungsi nol, yang
secara lambang ditulis: T(v) = 0, Vve V. Apakah fungsi nol termasuk transformasi

linier?

Jawab:
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1. Ambil u, ve V, maka

T(ut+v)=0 {definisi fungsi}
T(utv) =0+0 {sifat vektor nol}
T(u+v) =T(u)+T(v) {definisi fungsi}
2. Ambil ve V, maka
T(kv)=0 {definisi fungsi}
T(kv)=k.0 {sifat perkalian vektor nol dengan skalar}
T(kv)=kT(v) {definisi fungsi}

Jadi, fungsi nol merupakan transformasi linier.

Contoh:

Fungsi yang memetakan setiap vektor di V ke dirinya sendiri, disebut fungsi identitas,
yang secara lambang ditulis: T(v) = v, Vve V. Apakah fungsi identitas termasuk
transformasi linier?

Jawab:

1. Ambilu, veV, maka T(u+v)=u+v="T(u)+ T(v)
2. Ambil ve V, dan k skalar, maka T(kv) = kv = kT(v)
Jadi, fungsi identitas termasuk transformasi linier.

Contoh:

Fungsi dari R" ke R, dengan rumus:

T(x) = x'Ax, untuk suatu matrik tetap A, yang simetri disebut fungsi kuadrat. Apakah
fungsi kuadrat termasuk transformasi linier?

Jawab:
Contoh penyangkal:

10 A_2 1 hi .
X aE | _3 , sehingga:

T(x)=x'Ax = [0 1][? _13] m= 1 —3][(1)]=-3.

0
k=5, berarti 5x= [5] , maka

T(5x)= [0 s]ﬁ _13] [2]=[5 —15][2]=-75¢-15=-3T(x).

Jadi, fungsi T di atas bukan transformasi linier.

Transformasi linier dari ruang vektor ke ruang vektor yang sama disebut operator
linier, T: V> V.

Sifat-sifat Transformasi Linier
Jika T transformasi linier dari ruang vektor V ke ruang vektor W, maka dipenuhi sifat-
sifat berikut:

a. T(Ov) = 0w

b. T(-u)=-T(u), untuk setiapu e V
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c. T(au-v)=T(u)- T(v), untuk setiap u, ve V

Bukti:

Vektor o = 0.u, sehingga T(0) = T(0.u) dengan aksioma transformasi linier, maka skalar
nol dapat dikeluarkan, yang berakibat: T(0.u)=0.T(u)=o.

Jadi, T(ov) = ow, dimana oy artinya vektor nol di ruang vektor V dan ow adalah vektor
nol di ruang vektor W.

Vektor minus, merupakan perkalian antara vektor dengan skalar minus satu atau
—u = (-1).u, sehingga T(-u) = T(-1.u) = (-1)T(u) = -T(u).

Akibatnya, jelas T(u - v) = T(u) - T(v).

Contoh Khas:
Transformasi linier dari R? ke R? yang memutar suatu titik (a, b) sebesar sudut 6 dengan
titik putaran (0, 0), dinyatakan oleh rumusan berikut:

a [cos® —sinb][a
(| D=1 .
b_ | sin 0 cosf ||b

Segitiga dengan titik sudut (2, 1), (4, 2), dan (1, 3) jika diputar dengan sudut 7/ 2, maka
akan terbentuk segitiga kembali dengan titik sudut:

T”z“ o =121 [-1
( 4)__1 ofl1] [2

1
(4] [0 —1][4 -2
(| . | = =
2 1 0]|2 4
1
3

ISR

’/ \ (1.3)

T(

/ (h.2) 2 \ (4,2)

v

-1

Selain diputar seperti pada contoh di atas, pada citra, kadangkala diperbesar, peregangan
(stretch) searah sumbu x ataupun searah sumbu y, pemampatan (compressed),
dicerminkan, atau kombinasi dari beberapa transformasi tersebut.
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Dengan matrik transformasi, sebagai berikut:

Efek

Pencerminan terhadap sumbu y

Pencerminan terhadap sumbu x

Pencerminan terhadap garis y=x

Pembesaran

Pengecilan

Peregangan/ pemampatan searah sumbu x

Peregangan/ pemampatan searah sumbu y

Latihan:

Matrik transformasi

-1 0
[ 0 1
(1 0
[0 -1
[0 1
1 0
0]
, dengan k> 1
_0 k_a
0]
,dengan 0 <k <1
_0 k_a
s
_0 1_
o
_k 1_

1. Tentukan nilai fungsi dari vektor yang diberikan:
a. T(a+bx +cx’)=a+b+c, jika p=2 + 3x°.

a+b

b. (| “|) = TP ikav=
TP T 2assp poal @Y

at+b+c

2

c. T(a+bx +cx’)=|a—-b—c |, jika p=3x + 5x°.

o

b+c

~ a+b+3c

a b B 2
d. T( :|)= a—d |,jika mZ[

c d 5

- 2a+b+c

[a 3 2][a] .. 3
e. T(| . |)= , jika v= .

| b -4 1||b -2

Sebagaimana permasalahan yang dibahas pada matakuliah kalkulus, sebuah fungsi

pastilah diperhatikan dari sisi himpunan daerah asal dan daerah nilai. Tentukan
daerah nilai dari transformasi linier yang diberikan pada soal no. 1 diatas.

3. Tentukan prapeta, jika ada, dari nilai fungsi yang diberikan:
a. T(a+bx+cx’)=a+b+c,jika T(p)=3.

at+tb a-b

b, T(|?|)= ik T(v)=| 2
TP T 2ass poal@TOR

|
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a+b+c 0
c. T(a+bx+cx)=|a—-b-c ,jika T(p)=10].
b+c 0
~ a+b+3c 3
a b .
d. T( d:|)= a—d |,jikaT(m)=| 0
L€ 2a+b+c -4

~

T”a_3 2e] et 3
e. L )= 41 b,_]la (v)= Sl

4. Tunjukkan apakah fungsi-fungsi di bawah ini merupakan transformasi linier?
Berikan contoh penyangkal, jika bukan transformasi linier.

a [ a+b
a. T(|b|)=| a-2b
c _a+b+3c

b T(—a—)_—ab
' _b_ _b2
(] .
a+b+3
c. T(|b|)= :|
_b+c—2

. T(a_ +_bx +cx?) =b + cx + ax’
e. T(a+bx+cx?)=(a+b)+(at2c)x+(a-2b)x>+(2b+c)x’

£ 1l Pl)=a+a
c d

tl® Ply—ad-b
g T( d)—a—c

c

h. Jika W dibangun oleh {u;=(V%, V%), w,=("%4 , - ¥24)}, T adalah proyeksi

ortogonal u € R? pada sub ruang W.
i. T@atbx+cx)=@+1)+((b+1x+(c+1)x*

. a b at+b b+c
Jo T( )=
c d c+d d+a

5. Jika T: R® > R? transformasi linier dan diketahui peta dari basis baku R?, sebagai

berikut:
1
2 -3
T|I|0] |= LTI L] = , T
3 2
0 0

a. Dengan cara menentukan skalar-skalar kombinasi linier u=(x;, X, X3) dan juga
dengan menggunakan aksioma yang harus dipenuhi oleh transformasi linier,
tentukan T(u).

b. Tentukan matrik transformasi dari transformasi linier T.

c. Tentukan T(v), jikav=(2,-3, ).
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6.

7.

10.

Jika T: R* © W adalah proyeksi ortogonal dari R ke sub ruang, yaitu bidang yz.
a. Tentukan rumus untuk T.

b. Tentukan peta dari T(3, -2, 5).

c. Tentukan prapeta dari (0, 4, 2).

Dengan menggunakan matrik transformasi pada contoh khas, kerjakan soal-soal di
bawabh ini:

a. Tentukan peta dari garis 2y — x = 1, jika diputar sebesar 0 = 1t/ 4.

b. Tentukan peta dari garis 2y — x = 1, jika dicerminkan terhadap sumbu x.

c. Tentukan peta dari garis 2y — x = 1, jika dicerminkan terhadap sumbu y.

d. Tentukan peta dari garis 2y — x = 1, jika dicerminkan terhadap garis y = x.

e. Tentukan peta dari segi empat dengan titik sudut (0,0), (2, 1), (2, 0), (0, 1), jika

diperbesar dengan faktor k = 4.
f. Tentukan peta jika hasil dari soal 7.e diregangkan searah sumbu x dengan faktor
k=3.
Banyak aplikasi dari transformasi linier T: R" = R" pada bidang teknik dan
ekonomi yang mempunyai bentuk khusus, yaitu T(x) = Ax = Ax, dengan A berupa
bilangan riil, sedangkan vektor x # 0, dan A matrik bujursangkar yang tetap.

o 1 0
Tentukan nilai A, jika A= [5 ] i

-1
Tunjukkan bahwa jika T: V = W tranformasi linier, {v;, vy, ..., v} basis V, dan
peta-peta vektor basis: T(vi) = T(vz) = ... = T(v,) = 0. Tunjukkan bahwa

transformasi linier ini adalah transformasi nol.
Misalkan B matrik berordo 3x2 yang tetap. Tunjukkan bahwa fungsi T: My, 2 M3,
yang didefinisikan sebagai T(A) = BA adalah transformasi linier.
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B. Kernel dan Jangkauan

Definisi:

Misalkan V dan W ruang vektor, misalkan T: V = W transformasi linier.

Kernel transformasi linier T atau Inti T adalah himpunan semua anggota V yang
dipetakan ke vektor nol atau ditulis: Ker(T) = {xe V| T(x)=o0}.

Jangkauan transformasi linier T atau Range T adalah himpunan semua anggota W
dengan syarat ada anggota V sehingga anggota V tersebut adalah prapeta dari anggota
W yang bersesuaian, atau ditulis:

R(T) = {ye W | 3xe V, sehingga y=T(x)}.

Untuk memahamkan definisi dan teorema di atas, berikut diberikan beberapa contoh
transformasi linier dengan berbagai domain dan kodomain dari ruang vektor yang
berbeda.

Contoh:
Jika T transformasi identitas, tentukan Ker(T) dan R(T).

Jawab:

Karena setiap anggota V dipetakan ke anggota V itu sendiri, maka Ker(T) = {o}.
Sedangkan dikarenakan peta dari setiap anggota V hanya mempunyai peta vektor nol,
maka R(T)=V.

Contoh B.1:
Tentukan Ker(T) dan R(T) jika sebuah transformasi linier dirumuskan, sebagai berikut:

X, +x,
X
T =—-2x, +x,
X,

-Xx, +2x,
Jawab:
Untuk mencari Ker(T), berarti mencari vektor (x, x») yang petanya sama dengan nol,
yaitu:

T(x1, x2) = (x1+2x2, -2x1+x2, -x112x2) = (0, 0, 0),
berarti setara dengan mencari solusi sistem persamaan linier homogen, berikut:

x + x, =0
-2x, + x, =0
-x, + 2x, = 0

dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, didapat solusi:

x1 =0, x, =0, sehingga Ker(T) hanya berisi vektor nol saja atau Ker(T) = {(0, 0)}.
Untuk mencari R(T), berarti mencari vektor (vi, 12, 3) sehingga memenuhi persamaan:
1, V2, 13) = (x1Fx2, -2x1+x7, -x11+2x7) atau terbentuklah sistem persamaan linier:

Yoo = 00X + X
y, = —2x + X,
vy, = —-x, + 2x,

atau terbentuklah persamaan matrik:
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[y 1 ] L1
xl
»|=1-2 1 |: :|
Xy
| Vs ] -2 2
atau sistem persamaan linier pun dapat dinyatakan dalam bentuk:
[y 1 ] 1 1
Vo | =x1| =2 +x2f 1
| Vs | -2 2
yang dapat dibaca sebagai: vektor (yi, )2, y3) menjadi anggota R(T), jika vektor
I 1
(1, ¥2, y3) menjadi anggota dari ruang kolom matrik |[—-2 1
-2 2
Contoh:

Tentukan Ker(T) dan R(T) jika sebuah transformasi linier dirumuskan, sebagai berikut:
T(a+bx+cex?)=Qa+b—-2¢)+(Ba+3/2b-3c)

Jawab:
Untuk mencari Ker(T), berarti mencari vektor polinom a + bx + ¢x’, yang mempunyai
peta nol, atau T(a + bx + ex?)=2a+b-2¢)+ (3a+3/2 b—3c)x = 0, berarti mencari
solusi sistem persamaan linier homogen:

2a+ b-2¢c=0

3a+3/2b—-3c=0
Dengan menggunakan eliminasi Gauss didapat:

a+t%b—c=0,
atau didapat persamaan

=-Yb+ec,

berarti anggota Ker(T) berbentuk:

(-Vabte) +bx+ex* =b (- o+ x) + (1 +x7),
berarti pula:

Ker(T) = {b (- 2+ x) + ¢(1 + x%)| b, ce R},
ini berarti pula, dapat dibaca Ker(T) dibangun oleh vektor {-Y4+x, 1+x°}.

Untuk mencari R(T), berarti mencari vektor polinom e + fx, sehingga dipenuhi
hubungan:
e+ fx=T(a+bx+cx’)=Qa+b-2c)+Ba+3/2b-3c)x
sehingga didapat sistem persamaan linier:
e=2a+b-2c
f=3a+32b-3c
yang dapat ditulis dalam bentuk persamaan vektor:

R AR PR

yang dapat dibaca sebagai:
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e
anggota R(T) adalah semua vektor polinom berbentuk e + fx dengan syarat vektor |:f]

anggota ruang kolom matrik |: :| atau ditulis dalam notasi himpunan:

¥ =3
R(T) = {e+ i | © t kolom matrik | >+ 2|}
={etfx anggota ruang kolom matri
I gg g 3y -3
Contoh:
Tentukan Ker(T) dan R(T) jika sebuah transformasi linier dirumuskan, sebagai berikut:
a+2b—c+d
a b 2b—c
T =
c d a+d
0
Jawab:

a b
Untuk mencari Ker(T), berarti mencari vektor matrik berbentuk [ d] yang
c

a+2b—-c+d 0
i a b 2b—c 0 ) ) )
mempunyai peta nol, atau 7' = =| |, berarti mencari solusi
c d a+d 0
0 0

sistem persamaan linier homogen:
a + 20 - ¢ + d =

2b - ¢ =
a + d =
0 =

yang mempunyai solusi: a = -d, b = ¢, berarti: Ker(T) adalah himpunan dari semua
matrik berbentuk

-d )Jc
c d
yang dapat ditulis dalam bentuk

Ker=tc|® 2l+al™! Y |c.aer
er( )—{c1 0 1|c, € R}

S O O O

0

0 ) -1 0
berarti Ker(T) adalah semua kombinasi linier dari {|:1 §:| , |: 0 1:| }.
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34
Untuk mencari R(T) berarti mencari vektor di R, yaitu: y = Y2 yang memenuhi
Y3
Vi
persamaan:
Y a+2b—c+d
yal 2b—c
Vs a+d
Y4 0
Sehingga terbentuk sistem persamaan linier:
vy = a + 20 - ¢ + d
y, = 2b - ¢
Yy, = a + d
ye = 0
Terlihat bahwa y4 = 0, dan didapat persamaan vektor:
» 1 2 -1 1
0 2 -1 0
S M IRE Y.
Vs 1 0 0 1
V4 0 0 0 0
1 2 -1 1
. 10 2 -1 0
Terlihat bahwa y berada pada ruang kolom matrik 10 0 1
00 0 O

Contoh:

Tentukan Ker(T) dan R(T) jika sebuah transformasi linier dirumuskan, sebagai berikut:

([a b:n 5 3
T P =a+(a-b+cx+(a+tc-dx"+(b-dx

c

Jawab:

a b
Untuk mencari Ker(T), berarti mencari vektor matrik x = |: d:| , yang mempunyai
c

a
peta nol, atau T (|:
c

b
dD=a+(a-b+c)x+(a+c-d)x2+(b—d)x3=o,berarti

mencari solusi sistem persamaan linier homogen:

a =0
a-b+c =0
a t+c -d=0

b -d=0

yang solusinya adalah: a =0, b = d, ¢ = d, berarti
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a b 0 d 0 1
X = = = d 5

c d| |d d 11

. D . 0 1
berarti Ker(T) adalah semua kombinasi linier dari vektor |:1 1:| .

Untuk mencari R(T), berarti mencari vektor y = e + fx + gx* + hx’, yang memenuhi
persamaan

a

y=e+ﬁc+gx2+hx3=T|:
c

b N b 2 A3
4 at@-b+cox+(@+c-dx +(b-dx

y=e+fx +gx2 +he=a(l +x+x)+ b (x +x°) + c(x +x%) + d(=x* - x°), berarti
R(T)={a(l +x+x*)+ b (x +x°) + c(x +x*) +d(-x*-x)| a, b, ¢, d € R}.

Contoh:
Tentukan Ker(T) dan R(T) jika sebuah transformasi linier dirumuskan, sebagai berikut:

T Xl X 2x -x,
X, 3x, - x, +2x,

Jawab:
Untuk mencari Ker(T), berarti mencari vektor R, yaitu: x = (x1, x,), yang mempunyai

X, X, +x, 2x —x, 0 0
peta nol, atau T = = ,
X, 3x, -x, +2x, 0 0

berarti mencari solusi sistem persamaan linier homogen:

X1+ x=0
2X1— XZ=0

3XQ:0
X1 +2x,=0

solusi dari sistem persamaan linier homogen di atas adalah: x; = 0, x, = 0, sehingga
Ker(T) = {(0, 0)}.

a b
Untuk mencari R(T), berarti mencari y = [ d] yang memenubhi:
c

|:a b] ([k]] [k+1 2k—l] [1 2} [1 —1]
y= =T = —k +1

c d i 31 —k+21 0 -1 3 2
Jd'RT—k12+ll_1k1R

adi, ( )_{ 0 _1 2 | , L e }

3

Contoh:
Jika T: V = W transformasi nol atau ditulis T(u) = o, untuk semua u € V, maka Ker(T)
adalah ruang V sendiri, sedangkan R(T) hanyalah berisi vektor o saja, atau R(T) = {o}.

Ker(T) merupakan ruang vektor, untuk melihat hal ini, perhatikan uraian berikut:
Ker(T) ¢ V dan Ker(T) #0, karena ada o0 € Ker(T), yang memenuhi T(0) = o.
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Misalkan u, v € Ker(T), dan misalkan pula £, / skalar, maka dipenuhi: T(u) = 0, dan
T(v) = 0, sedangkan

T(ku + Iv) = kT(u) + IT(v) {karena T transformasi linier}
T(ku + Iv)=ko + lo {karena u dan v anggota Ker(T)}
T(ku+1Iv)=o0 {sifat vektor nol}

Jadi, ku + Iv € Ker(T).
Sehingga Ker(T) merupakan sub ruang dari V.

Sedangkan R(T) juga ruang vektor, karena R(T) € W dan R(T) sub ruang vektor dari
ruang vektor W.

Misalkan u, v € R(T) dan £, / skalar, maka ada x; sehingga T(x;) = u, dan ada x;
sehingga T(x2) =,

ku + Iv=kT(u) + [T(v) {karena u dan v anggota R(T)}
ku + Iv="T(ku) + T(lv) {karena T transformasi linier}
ka + Iv=T(ku + Iv) {karena T transformasi linier}

Jadi, ku + Iv anggota R(T).
Jadi, R(T) sub ruang dari W.

Jadi, jika T: V > W transformasi linier, maka Ker(T) merupakan sub ruang V dan R(T)
merupakan sub ruang dari W.

Karena itu masalah yang banyak dibahas dalam kaitan dengan Ker(T) dan R(T) adalah
basis dan dimensi dari kedua sub ruang ini.

Dimensi dari Ker(T) diberi nama nulitas T, sedangkan dimensi dari Jangkauan T
disebut rank T.

Contoh:
Dari contoh B.1, maka didapat basis Ker(T) adalah: tidak ada, sehingga nulitasnya= 0.
1 1 1
Dan basis R(T) adalah: basis ruang kolom | -2 1|, dikarenakan vektor | -2 | dan
-2 2 -2
1 1 1
1 | tidak saling berkelipatan, maka basis R(T) adalah {|—2{,| 1 |} sehingga
2 -2112
rank(T) = 2.
Contoh:

Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T) dari transformasi linier berikut:
T(a+bx+cx’)=(2a+b-2c)+(3a+3/2b-3c)x

Jawab:
Dari jawaban di atas no. ? telah didapat, bahwa:
Ker(T) = {b (- %+ x) + ¢(1 + x))| b, ce R},
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Sehingga basis Ker(T) = {-V4+x, 1+x*} dan nulitas(T) = 2.

Sedangkan
1 -2
¥ -3

] digunakan cara yang telah dibahas pada bab ruang baris dan

2
R(T) = {e + fx| [;:| anggota ruang kolom matrik [3 ] }, untuk mencari basis

2 1 -2
3 % -3
2
3

ruang kolom, sehingga didapat basis ruang kolom tersebut adalah: {|: ] }. Jadi basis

ruang kolom [

R(T) = {2 + 3x}, sehingga rank(T) = 1.

Contoh:
Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T) transformasi linier, berikut:
a+2b—-c+d

a b 2b—c
T =

c d a+d

0

Jawab:

Dari jawaban soal di atas didapat:
0 4% -1 0 . 0 %l (-1 O
Ker(T)={c +d | c, d € R}, berarti basis Ker(T) = { , },
1 0 0 1 1 0 0 1
sehingga nulitas(T) = 2.
Sedangkan R(T) adalah ruang kolom matrik:

1 2 -1 1
0 2 -10
1 0 0 1
0 0 0 O

dengan menggunakan metode seperti sebelumnya didapat, basis ruang kolom:
1] |2

o |2 ,
N }, berarti rank(T) = 2.

1 0
0 0
Contoh:

Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T) transformasi linier, berikut:

(|:a b:n 5 3
T P =a+t(a-b+cx+(atc-dx +(b-dx

c
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Jawab:

0 1
Dari jawaban soal sebelumnya didapat Ker(T){x =d |:1 1:| | d eR}, sehingga basis
0 1 . .
Ker(T) = {[1 1] }, sehingga nulitas(T) = 1.

Sedangkan R(T)={ a(1 +x +x*)+ b (-x +x°) + c(x +x°) + d(x* - x°)| a, b, ¢, d € R},
berarti mencari basis dari ruang yang dibangun oleh: {p;=1 +x+x°, po=-x+x°,
p3=x+ X%, | =x? - x3} dan persoalan ini setara dengan mencari himpunan bebas linier
dari { p1, p2, p3, p4}-
Untuk itu akan dibuang vektor yang bergantung linier, karenanya bentuklah persamaan
homogen:
ap;+ bpz + cps + dp4 =0
a(l +x+x)+ b (x+x°) + clx+x°) +d(=x* - x°) =0,
atau
at(@-b+cx+(atce-dx>+B-dx =0, (*)
sehingga didapat sistem persamaan linier homogen:
a =0
a—-b+c =0
a “+c—-d=0

b -d=0
dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan didapat solusi:
a=0,b=d,c=d
Sehingga dengan melakukan subtitusi ke persamaan (*) didapat:
dpy +dps +dps=d(p.+ ps + ps) =0, karena d tidak harus nol, maka dapat diambil
p2 + p3 + ps = 0, akibatnya p4 = -(p2 + p3). Sehingga, vektor p4 bergantung linier pada
dua vektor yang lain. Jadi, yang menjadi basis R(T) ={pi, p2, p3} = { pi=1 + x + x°, po =
X +x°, p3=x +x°}, sehingga rank(T) = 3.

Contoh:
Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T) transformasi linier, berikut:

T ol X 2x-x,
X, 3x, - x, +2x,
Jawab:

Dari jawaban pada soal sebelumnya didapat: Ker(T) = {(0, 0)}, sehingga basisnya tidak
ada dan nulitas(T) = 0.

1 2 1 -1
Telah didapat pula R(T) = { k|:0 1:| +1 [3 5 ] | k, | eR}, dan dikarenakan matrik

1 2 1 -1 1 2
[0 1] dan [3 5 :| tidak saling berkelipatan, maka basis dari R(T) = {[0 1],

1 -1
[3 5 :| }, sehingga rank(T)=2.
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Contoh:

Jika T: V = W transformasi nol atau ditulis T(u) = 0, untuk semua u € V, maka Ker(T)
adalah ruang V sendiri sehingga nulitas T sama dengan dimensi V. Dan R(T) hanyalah
berisi vektor o saja, atau R(T) = {0}, berarti dimensi R(T) adalah nol.

Dari contoh-contoh di atas terlihat adanya hubungan antara dimensi(V), nulitas(T) dan
rank(T). Pernyataan hubungan antara ketiganya dinyatakan dalam teorema berikut:

Teorema:
Misalkan V, W ruang vektor, dim(V) =n, T: V = W, maka berlaku hubungan:
n = nulitas(T) + rank(T).

Latihan:
1. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota R(T) untuk

| 5 1 = 2x, — X, 0
(xz . Xt x|

_2:|
a.
[ -1

d /]
2
2. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota Ker(T) untuk
X, X, +x, —2x,
T(x, [)=1]x —x, =3x; |?
X5 2x, +x,
1
a. |1
| 1
2
b. [0
| 1
[ 5
c. |—-1
| 2
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P
d |-4
1
3. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota R(T) atau Ker(T) untuk
a 2a—b+3c
T(|{b|)=| a=b+c |?
c a+2c
[—2
a. | -1
|1
o
b. |0
_1 _
o
c. |1
- 1 _
[ 1
d | %
-/

4. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota R(T) atau Ker(T) untuk
T(a+bx+cx?) = (a+b+c)+ (-at+b-c)x + (2b)x*?
2

a. 1-x

b. -2+2x

c. 2+2x°

d. 2x +2x°

e. 3+x+4x°
£ —2+2x

5. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota R(T) atau Ker(T) untuk

a b a-b b-c
T( )= ?
c d c—d a-d
1 1
a.
1 1

[0 0:|
b.

% -4
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3 3
3 3
-1 2
f.
6. Manakah vektor-vektor di bawah ini yang menjadi anggota R(T) atau Ker(T) untuk
a

T(| b |) = Qa+b) + Qa-c)x + (b+c)x*?
C
a. 3+x+2x?

d 2+x+x

£ 3+3x>

7. Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T) dari transformasi linier berikut:
a. T(atbx)=(atb)+ (a-b)x
b. T(atbx)=(at+2b,2a-Db)
c. T(atbx+ex?)=(a-b, b+c, atc)

[ a-3b
d. T( )=
_b —a+3b
_ a—-b+c
a b
e. T( ])= b—c+d
c d
- a+d
[a] [2a+b]
f. T( )=
_b_ _a+2b_
[ ] [b+2¢]
g T(|b|)=|a+2c
| ¢ ] _a—b_
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a—-b+c b+2c
h. T(|1b|)=
a+3c —a+2b+c
c
- x, —2x,
. X
1. T( :|)= —3x, +6x,
Xy
B % X=X,
x (¢ b )= d c
o c d a b
a-b
k. T(a+bx +cx?)=| 2b+2c
a-3b-2c
8. Jika T: V - W tranformasi linier, lengkapilah tabel di bawah ini:
Dim(V) Nulitas(T) Rank(T)
4 2
7 5
3 0
4 4
2 4
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C. Koordinat

Pada definisi yang akan digunakan, koordinat ditentukan oleh skalar-skalar kombinasi
linier, karena itu perlu dilihat apakah kombinasi linier suatu vektor terhadap suatu basis
ruang vektor, tunggal. Untuk melihat ini perhatikan uraian berikut:

Misalkan V ruang vektor dan suatu basis untuk V, misalkan B = {v;, v, ..., vp},
misalkan pula u € V. Andaikan ada dua cara menyatakan kombinasi linier dari vektor u
terhadap basis B, yaitu:
u= k1V1 + szz + ...+ ann
dan
u= 11V1 + 12V2 + ...+ ann
Berarti
o=u—u-= (k1V1 + k2V2 + ...+ ann) — (11V1 + 12V2 + ...+ ann) = (kl - 11)V1 + (kz - lz)Vz +
+...+ (k- ln)Va
Karena B bebas linier, maka persamaan vektor di atas hanya dipenuhi oleh:
ki-li=ky-Lh=..=k,-1,=0 atau
k1 =11, k2=12 g ey kn=ln
Jadi, kombinasi linier suatu vektor terhadap suatu basis tertentu selalu tunggal.

Definisi:
Misalkan V ruang vektor, B = {vy, v,, ..., v,} basis V, ue V, kombinasi linier u
terhadap basis B:
u= k1V1+k2V2+ .. -+ann

Skalar-skalar pada kombinasi linier u terhadap basis B menjadi komponen dari
koordinat u terhadap basis B sehingga dapat ditulis:

ky

ky

M
k

n

[u]g=

Dari definisi ini letak vektor anggota basis mempengaruhi letak komponen dalam
koordinat. Dengan definsi ini pula,.koordinat suatu vektor pada ruang vektor tidak
tunggal dikarenakan basis dari suatu ruang vektor tidak tunggal.

Contoh:

Tentukan koordinat vektor u=(2, 3, -1) terhadap basis:
a. B={vi=(1,0,0), v,=(0, 1, 0), v3=(0,0,1)}

b. C={v;=(1, 1, 0), vo=(1, 0, 1), v5=(0,1,1)}.

Jawab:
a. Dengan menggunakan eliminasi Gauss atau perkalian dengan matrik invers, maka
sistem persamaan linier:
u=kvi+ kv, +ksvs
mempunyai jawab: k; =2, k, = 3, dan k3 = -1, sehingga koordinat u terhadap basis B
adalah:
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2
[ulp=| 3
-1
b. Dengan menggunakan eliminasi Gauss atau perkalian dengan matrik invers, maka
sistem persamaan linier:

u=kyvi+ kv + ksvs
mempunyai jawab: k; = 3, k, = -1, dan ks = 0, sehingga koordinat u terhadap basis C
adalah:

3

[ulc=|-1
0

Contoh:
Tentukan koodinat vektor p = 2 + 3x — x* terhadap basis B = {q| = 2-x, q = 2x + 3x°,
qs = 1-=x + Xz} .

Jawab:
Bentuklah persamaan vektor:

p =kiq: T koqr + k3q3
Sehingga didapat sistem persamaan linier:

2 = 2k + ky
3 = -k + 2k, — Kk
-1 = 3k, + k,

Dengan menggunakan metode yang sudah dikenal pada bab-bab sebelumnya, didapat
solusi: k;=3, k=1, dan ks=-4, sehingga koordinat p terhadap basis B adalah:
3
[pls=| 1
-4

Contoh:

Tentukan koordinat vektor m=|:

o L

Jawab:
Bentuk persamaan vektor: m = k; 5§+ ks b+ k3 &+ ky J , sehingga didapat sistem
persamaan linier:

(1)] terhadap basis B = {g:[l 2:|, g:[o _1:|,

1 0 I 1

1 = &k + Kk

0 = 2k - k,
-1 = k + k, + 2k,
1 = ky, + 2k, + 3k,
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Dengan menggunakan metode penyelesaian sistem persamaan linier, didapat solusi:
k;=0, k,=0, ks=1, k4=-1/3, sehingga koordinat m terhadap basis B adalah:

0
10
[m]g= :
pA
Contoh:
Misalkan S = { vy, vy, ..., v, } adalah basis ortonormal untuk ruang hasil kali dalam V,

u € V, dan didapat kombinasi linier dari u terhadap basis S adalah u = <u, v;>v; + <u,
vo>vy + ...+ <u, V>V, maka koordinat u terhadap basis S adalah:

<u,v, >
<u,v, >
M

<u,v, >

[u]s =

Dengan menggunakan konsep koordinat ini, maka ruang vektor yang bentuknya umum
kembali ke bentuk vektor yang biasa, yaitu R".

Permasalahan yang seringkali muncul adalah dengan didefinisikannya koordinat sebagai
sebuah vektor yang entri-entrinya adalah skalar-skalar pada kombinasi linier suatu
vektor terhadap suatu basis, sedangkan basis itu tidak tunggal, maka apakah ada
hubungan antara satu koordinat yang dihasilkan oleh basis B dengan basis lain,
misalkan B’.

Misalkan dimensi(V) = n, basis V adalah B = {vy, v, ..., v;} dan B’ = {w, wo, ..., Wy }.
Karena B basis V, maka B membangun V, karena itu setiap vektor di V dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linier dari B, berarti pula setiap vektor anggota basis B’
dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari B, misalkan kombinasi liniernya sebagai
berikut:

Wi =kyvi kv + o4 kpva

W2 = kovi + koova + Lt ko

A

Wi = knlvl + kn2v2 +...t knnvn

Sehingga koordinatnya:
kll k21 knl
[Wils = 11\2/[ s [Wa2] = 12\2/[ s vees [Wnlg = ;\j{
kln k2n knn

Karena B’ basis V, maka untuk vektor u € V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier
dari B’, misalkan kombinasi liniernya:

u=I,w;+bLwy,+ ...+ [,v,
sehingga koordinatnya:
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[u]p: =

)

n

Karena itu vektor u dapat diuraikan sebagai berikut:
u= Ijwi+bLwy+ ...+ 1,v,
u=1(kivi + kiva + ot kigVe) T D(kovi +koova L kgpvn) Lt
+ ln(kn1V1 +kovo+ .+ knn)
u = (likiy + bkop + o+ Likn )V + (Likio + Dkoo + o+ Likn2)Va + o+ Lk + Dkop + .+ Lkinn) Vi
sehingga koordinat u terhadap basis B dapat dirumuskan sebagai berikut:

llkll +l2k21 +A +lnknl_‘ kll k21 A knl ll
llklz +12k22 +A +lnkn2 k12 k22 A kn2 12
[ulp = = = P[u]p-
M M MO M
llkln +l2k2n +A +lnknn_‘ kln k2n A knn ln
kll k21 A knl |
_ klz kzz A an .. . . .
dengan P = , jika diperhatikan komponen kolom-kolom matrik P
M MO M
kln an A knn |

adalah koordinat vektor-vektor pada basis B’ terhadap basis B, sehingga dapat
dinyatakan:

P= [[Wl]gl\[i’vz]BMl\[i’vn]B]

Matrik P disebut matrik transisi dari basis B’ ke basis B, nama ini disesuaikan dengan
komponen pada kolom matrik P yang berasal dari koordinat vektor-vektor pada basis B’
terhadap basis B.

Dengan demikian didapatkan hubungan antara koordinat terhadap basis B dan koordinat
terhadap basis B’, yaitu:
[u]g = P[u]p

Contoh:
Tentukan matrik transisi dari basis B’ ke basis B, jika:
B={vi=(4,3),v2=(1, ) dan B” = {w; = (3, 1), w2 = (2, 1)}

Jawab:

Koordinat w; terhadap basis B adalah:
wi =kivi+ kv,

(3, 1) =k (4,3)+k,(1,1)

HEN

sedangkan koordinat w, terhadap basis B adalah:
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wy =kvi+ kv,
2, D=k (4,3)+k (1, 1)

21 |4 1||k
1 3 1|k,
Dari kedua persamaan matrik di atas, terlihat bahwa kedua persamaan ini hanya berbeda

pada matrik koefisiennya saja, sehingga dapat menggunakan matrik lengkap yang
diperbesar, yaitu:

4 13 2]b,-b, [1 021 102 1
311 1 3 11 1|p,=3b, [0 1 =5 -2

Jadi, matrik transisi dari basis B’ ke basis B adalah:
2 1
P =
-5 =2

Sifat-sifat matrik transisi:
a. Jika P matrik transisi dari basis B’ ke basis B, maka P selalu mempunyai invers
b. P adalah matrik transisi dari basis B ke basis B’

Dengan sifat ini didapatkan rumus baru, yaitu:

[ule = P"[u]p
Hasil yang meringankan untuk mengubah matrik transisi dari basis B’ ke basis B
menjadi matrik transisi dari basis B ke basis B’ diperoleh jika B dan B’ merupakan
basis ortonormal pada ruang hasil kali dalam yang sama, yang dinyatakan dalam
teorema berikut:

Teorema:
Jika P adalah matrik transisi dari satu basis ortonormal ke basis ortonormal yang lain
pada sebuah ruang hasil kali dalam, maka P! = P"

Latihan:

1. Tentukan koordinat vektor u = (2, -1) terhadap basis B= {v; = (1, 1), v, = (1, 0)}.

2. Tentukan koordinat vektor u = (-3, 4) terhadap B = {v; = (-2, 3), vo = (1, -1)}.

3. Tentukan koordinat vektor u = (1, 2,-1) terhadap basis B = {v;=(1, 0, 0),
v2=(0,1,0), vs=(1, 1, 1)}.

4. Tentukan koordinat dari vektor u =(1, 2, -1) terhadap basis B= { v; =(1, 0, 1),

v2=(0,1,0),vs=(0, 1, 1)}

Tentukan koordinat dari vektor p = 6 + 6x terhadap basis B = {q; =2, q> =1 + 3x}

6. Tentukan koordinat dari vektor p =2+ 3x +x* terhadap basis B= {q; =2 +x,
@=1+3x-x), q3=-2+2x—x*}

e

11 1 0
7. Tentukan koordinat dari vektor u = [O 2:| terhadap basis B = {m; = |: ],

0 0
11 11 11}

m, = , M3 = , My = .

o ol 7 |1t ool |11

Jika [u]g = (1, -3), dengan basis B = { vi = (-2, 3), v, = (1, -1)}, tentukan vektor u.
9. Jika[u]g=(1, -3, 2), dengan basis B={v;=(-2,0,3),v,=(1,-1, 1),

S
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

vi3 = (1, -1, 3)}, tentukan vektor u.
Jika [u]s = (1, -3, 2), dengan basis B = {q;=2+x+x%, qu=1+3x—x7, q3 = -2+2x—x"},
tentukan vektor u.

2 1 3 4
Jika [u]g- = | 4 |, dan matrik transisi dari B’ ke B adalah: |0 1 2|, tentukan
-1 2 -1 1
[u]s.
3 1 3 4
Jika [u]g = | 2 |, dan matrik transisi dari B’ ke B adalah: {1 4 2 |, tentukan
-1 2 5 11
[u]p-.

Tentukan matrik transisi dari basis B’ ke basis B, jika:

a. B={vi=(,1),v2=(1,0)},dan B’ = {u; = (1, 0), u = (0, 1)}.

b. B={vi=(,1),v>2=(1,2)},dan B’ = {u; = (3, 2), u, = (2, 1)}.

Tentukan matrik transisi dari basis B’ ke basis B, jika

a. B=v;=(1,0,0),v,=(0,1,0),v3=(1,1, 1)}, dan B’ = {u;=(1,2,3), u,=(0,1,2)},
uz =(2,-1,-3)}.

b. B={vi=(-1,1,1), vo=(1,1,0), vs=(2,5,1)},dan B’ = {u; = (1, 2, -1), up = (1, 3, 1)},
u; = (-1, 3, 12)}.

Tentukan matrik transisi dari basis B’ ke basis B, jika basis B={q; =2 +x,

Q@=1+3x —x%, q3 =-2+ 2x — x’}, dan basis B’ = {p; = 1 + 2x —x*, po = | + 3x + x°,

ps=-1+3x+ 12x%}.

0 0

1 1 1 1 11 . , 2 1
m; = |:0 0], m3=|:1 O]’ m4=|:1 1]}, dan basis B ={u1=|:1 _1],
1 1 -1 =2 11
a1 [ PR K
2 -3

Jika matrik transisi dari basis B’ ke basis B adalah { 1:| , dan basis

1 0
Tentukan matrik transisi dari basis B’ ke basis B, jika basis B = {m; = |: ],

B’={u;=(3,2), u; = (2, 1)}, tentukan basis B.

[1 1
Jika matrik transisi dari basis B’ ke basis B adalah 0 1:| , dan basis B = {u; = (-1, -
2), up = (2, 3)}, tentukan basis B’. ]
1 11
Jika matrik transisi dari basis B’ ke basis B adalah [0 1 2|, dan basis
01 3

B’={vi=(1,0,0),v,=(0, 1,0), v3=(1, 1, 1)}, tentukan basis B.
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1 -1 0
20. Jika matrik transisi dari basis B’ ke basis Badalah | 2 —1 1|, dan basis
-2 2 1
B={pi=1—x% po=x+x°, ps =1 +2x + 2x*}, tentukan basis B’.
1 0 1 2
1 1 0 1

21. Jika matrik transisi dari basis B ke basis B’ adalah { 1 { 3 , dan basis

0 2 1 17

1 0 1 1 0 1 0 0 )
B’={u = , Uy = , U3 = , Uy = }, tentukan basis B.
0 0 0 1 1 0 1 0

22. Tentukan matrik transisi dari basis B ke basis B’, jika matrik transisi dari basis B’

1 -1 0
kebasis Badalah | 2 -1 1].
-2 1 0
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D. Matriks Transformasi Linier

Jika T: V. — W transformasi linier dan B = {¥;,s,...,7,} basis dari V dan
peta dari setiap vektor pada basis tersebut ada, misalkan peta dari setiap vektor
pada basis B adalah T (vy),T (v3),...,T (v,), maka peta dari semua vektor di V
dapat ditentukan.

Untuk lebih jelasnya perhatikan uraian berikut:

Karena B basis di V, maka setiap vektor di V selalu dapat dinyatakan sebagai kom-
binasi linier dari B, misalkan untuk @ € V mempunyai kombinasi linier terhadap
basis B sebagai berikut:

U = kiv) + koe + . .. + kp 0,
Sehingga peta dari ¥ dapat ditulis:

T (1) = T (kv + kota + ... + k)
T (kyvh) + T (koUs) + ... + T (knvy,) (aksioma 1 transformasi linier)
= kT (0h) + koI (Vo) + ...+ k., T (0,) (aksioma 2 transformasi linier)

Karena T (0h),T (U),...,T (¢,) telah diketahui, maka untuk setiap @ € V maka
T (@) dapat dihitung.

Contoh 1 Misalkan basis Py adalah B = {py; = 1,py = 1+ x}, sedangkan peta dari
vektor basis B adalah:

T(ﬁn:[f ‘21], w:[g H

Tentukan:
a. T(3—2x)
b. T (ap + ayx)
Jawab:
a. Kombinasi linter 3 — 2x terhadap basis B adalah:
3—2x = kip) + kopo = k1 + ko (1 + )

yaitu dipenuhi oleh: ki =5, dan ko = —2, sehingga peta 3 — 2x adalah:

T(3—2x)25T(ﬁ1)—2T(ﬁ2):5[? ;1]—2[2 é]:lﬁ 107]
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b. Kombinasi linier ag + a1x terhadap basis B dipenuhi oleh: ki = ag — a1 dan
ko = ay, sehingga peta ag + a1x adalah:

2@0 — 2&1 —ag + 2@1

r (CL() + alx) - ap — 2(11 2@0 — 2@1

Hasil lain yang dapat diperoleh dari transformasi linier adalah bahwa jika transfor-
masi linier dari R" ke R™ dinyatakan oleh T:R"™ — R™ atau dapat ditulis:

1 a11%1 + 12T + ...+ a1y aiy Qa2 - Gip T

Ta 21T1 + Q222 + ... + A2p Ty, Qo1 Q22 -+ Q2 o
T . f— . p—

Ty, Am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTn Am1 Am2 **° Amp Ty,

Sehingga didapat bahwa transformasi linier dari R"™ ke R™ adalah transformasi
matrik dengan matrik transformasinya:

aix Qaiz2 - Qip
Ag1 Q22 -+ Q2p
Am1 Am2 **° Amn

Jika S= {é;,é,-- -, é,} basis baku dari R", maka didapat peta dari setiap vektor di
basis baku sebagai berikut:

aixz a2 - Qip 1 aii
. G21 Q22 -+ Q2pn 0 21
Am1 Qm2 = Amp 0 am1
ayr Azt Qip 0 a12
R a21 Q22 -+ Q2pn 1 22
Am1 Am2 *° Qmp O Am2
aix Qa2 - Qi 0 Q1n
. a21 Q22 -+ Q2p 0 Q2
Am1 Am2 *°° Omnp 1 Amn

Jadi, matrik transformasi dari R"™ ke R™ dapat dinyatakan, sebagai berikut:

karena S= {é1, és, -, é,} basis baku dari R", maka matrik di atas disebut matrik
baku.
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Contoh 2 Tentukan matrik baku dari transformasi linier berikut:
(lxlb [ 271 + 379 ]
T =
) - + 21’2
Jawab:

Basis baku di R* adalah: {é, = [ (1) ] , 69 = l (_i ]} sehingga peta dari vektor basis
baku adalah:

Jadi, matrik bakunya adalah:

)

Cara lain mendapatkan matrik baku adalah mengubah rumus transformast linier
mengjadi perkalian antara dua matrik, yaitu:

T 1 | 20+ 322 || 203 1
) o —x1 + 2I2 o -1 2 i)
Matrik konstan suku pertama pada ruas kanan adalah matrik baku.

Dengan menggunakan konsep koordinat yang telah dibahas pada sub bab sebelum-
nya, maka kita dapat membuat setiap transformasi linier dari sebarang ruang vektor
ke ruang vektor yang lain, kembali kepada bentuk transformasi matrik.

Jika T: V' — W dengan dim(V) = n dan dim(W)= m serta S = {¢},0s,...,0,}
basis dari V dan B = {w, W, ..., W,,} basis dari W.
Karena

T (01),T(03),...,T (%)

berada di W, berarti masing-masing vektor tersebut dapat dinyatakan sebagai kom-
binasi linier dari B.
Misalkan:

T (01) = knwh + kioWa + .. . + kWi,

Jika T: V. — W dengan dim(V) = n dan dim(W)= m serta S={v;, ¥, ..., U, } basis
dari V dan B={j;, s, ..., w,, } basis dari W.
Karena

T (%), T (Vs),...,T (t,)

berada di W, berarti masing-masing vektor tersebut dapat dinyatakan sebagai kom-
binasi linier dari B.
Misalkan:

T (171) = knwl + klgwg + ...+ klmzﬁm
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T (’172) = ]{?211171 + k’QQ’LUQ + ...+ k‘gmu_fm

T (V) = kWi + kpoWa + . .. + kWi,

Dengan demikian dapat dinyatakan dalam notasi koordinat terhadap basis B:

kll k21 knl

. klg . k22 . an
T@a=| | T@lg=| | T@N=]
klm k2m knm

Di lain pihak, misalkan @ € V, sehingga @ dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier
dari S, misalkan:
U= LU + bty + ...+ 1,0,

Sehingga peta dari @ dapat dituliskan:

T (W) = T (Lt + el + ...+ 1,0,)
T (Lty) + T (loth) + ...+ T (1,9,) aksioma 1 transformasi linier
LT (01) + LT (0h) + ...+ 1T (v,) aksioma 2 transformasi linier
= Ul (knW + kioWs + ... + k1nWp) +

+lo (koW + kooWs + . . . + kopWy,) + ... +

+ly (kW + kpos + ... + kW) kombinasi linier peta terhadap B
= (lik11 + lokay + ... + Lykny) W+

+ (l1k12 + lokas + . . . + lpykne) Wa+

+ (l1k1m + Lkom + .-+ Likpm) Wi sifat distributif vektor

Sehingga koordinat peta u terhadap basis B dapat dituliskan sebagai berikut:
Lk + lokoy + ...+ Lk

T (@), = likis + lokos + ... + lnknzz

likim + ko + ... + lnkmr;

Yang dapat ditulis sebagai perkalian matrik, berikut:

]{?11 kgl .. knl ll

. klg k’gg ... k?ng lg

[T (u)]B = ; . ) . .
klm ka knm ln
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Perhatikan dengan seksama matrik: [T S.B mempunyai vektor kolom yang meru-
pakan koordinat peta dari vektor-vektor pada basis S terhadap basis B
atau dapat ditulis menjadi:

Matrik ini diberi nama matrik penyajian T terhadap basis S dan B.

Contoh 3 Diberikan transformasi linier:

ag + 2a1 — as
—ag + 3(11 — a9
ap + 4ay

ay + 2(12

T (ao + a1x + aga:Q) =

Tentukan matrik penyagian T terhadap basis B, yaitu basis baku di Py dan B’, yaitu
basis baku di R*.

Jawab:
Peta dari vektor-vektor pada basis baku P, adalah:
1 2 —1
| -1 13 2 | —1
0 1 2

1 2 -1
TWly=| 3 | C@ls=|0 [T, =],
0 1 2

Jadi, matrik penyagian T terhadap basis B dan B’ adalah:

1 2 -1

-1 3 -1

[T]B,B’ - 10 4

01 2

Contoh 4 Diberikan transformasi linier:

—2(1,0 + 4&1
2\ —ag + 3@1 — Qa2
T(ag—i-alx—i-an)— a0 + day

4(12
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Tentukan matrik penyajian T terhadap basis Ps, yaitu
B = {ﬁl = 1)172 = 1+$7ﬁ3 = 1+x+x2}

dan basis R*, yaitu

o}
I
—~
S
Il
O R O N
S
Il
N O oo
St
|
[N e N )
S
|
oo oW
—

Jawab:
Peta dari vektor-vektor pada basis B adalah:

-2 2 9
T*—T1—_1T*—T1 —2T*—T1 2y _ | !
0 0 4

0 3 4
o -1 S 2 5 1
[T (pl)]B’ = 11 [T (p2>]B’ = —9 7[T (p3)]B’ = 1
1 9 -3
Jads,
0 3 4
—1 2 1
[T]B,B’ = 1 -9 1
-1 -2 -3

Jika T operator linier, yaitu: transformasi linier dari satu ruang vektor ke ruang
vektor yang sama, T: U — U, dan misalkan C={, U, . .., i, } basis U, maka matrik
penyajian T terhadap basis C adalah:

[T]O =

Contoh 5 Diberikan operator linier:
T (ao +ar+ aga:Q) = (2ag + a1) + (2a; — 3az) v + (—2a; + ay) 2

Tentukan matrik penyajian T terhadap basis baku B untuk Ps.

Jawab:
Peta dari vektor-vektor pada basis baku B adalah:

T(1) =2, T (z) =14 2z — 222, T(ﬁ) — 34 a2
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Sehingga koordinat-koordinat terhadap basis B adalah:

2 1 0
TWp=|0|, [T@h=| 2|, [T()],=]-3
0 -2 1
Jadi,
2 1 0
T]z=10 2 -3
0 -2 1

Permasalahan yang biasanya menyertai matrik penyajian adalah mencari matrik
penyajian yang sederhana, yaitu matrik diagonal. Sebagai gambaran kesederhanaan
matrik diagonal, perhatikan operasi perkalian dari matrik diagonal di bawah ini:

A 0 - 0 )\’16 0O --- 0
_ 0 X --- 0 Dk 0 )\15 o 0
0 0 - A\, 0 0 --- X

Dengan demikian operasi yang berkaitan dengan matrik penyajian menjadi mudah.

Dengan mengingat konsep yang telah dijelaskan sebelumnya pada nilai eigen dan
vektor eigen, maka pencarian matrik penyajian yang berbentuk matrik diagonal,
dapat dinyatakan sebagai berikut:

Diberikan operator linier T: V. — V| misalkan B={é;, é,, ..., é,} basis baku V, se-
hingga matrik penyajian T terhadap basis baku B, dapat dinyatakan sebagai berikut:

[T]p = |[T (€)= [T (e)lp:- -2 [T ()l

Akan dicari basis lain dari V, misalkan B'={¢}, 05, ..., 9, }, sehingga didapat matrik
penyajiannya diagonal atau [T'] 5, berupa matrik diagonal. Berdasarkan pengalaman
pada konsep nilai eigen dan vektor eigen, maka diperoleh rumusan:

[T]B/ = P~ [T]B P

dimana entry matrik diagonal, [T'] 5, adalah nilai eigen dari [T']; dan P adalah ma-
trik yang vektor-vektor kolomnya adalah vektor-vektor eigen yang berkaitan dengan
nilai eigen pada matrik diagonal dan juga berupa matrik transisi dari basis yang akan
dicari B’ ke basis lama, yaitu basis baku B.

Untuk melihat kesimpulan di atas perhatikan uraian di bawah ini:

M 0 - 0

. . 0 A --- 0

[Tp = |[T (0] [T (02)] o [T (V)] g | = Lo
0 0 - \,
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Sehingga didapat hubungan per kolom:

A1 0 0
Ao 0

[T (171)]3’ = ’ [T (UQ)]B/ = ) , [T (17”>]B’ =
0 0 An

Berarti pula, didapat:
T (01) = M0y, T (Ua) = Aathy, ..., T (Tn) = A\nUn

Terlihat adanya hubungan vektor eigen dan nilai eigen. Dalam hal ini vektor eigen
merupakan koordinat dari vektor-vektor anggota basis B’ terhadap basis baku B,
sehingga basis B’ adalah himpunan dari vektor-vektor eigen matrik [T 5 dinyatakan
sebagai kombinasi linier terhadap basis baku.

Untuk melihat kesimpulan kedua bahwa P matrik transisi dari B’ ke B, perhatikan
uraian di bawah ini:

Koordinat peta VZ € V terhadap basis B dan B’ dapat ditentukan dengan cara
sebagai berikut:

[T [7]p = [T (2)]5
dan
[T (7] = [T (7))
Untuk melihat hubungan dengan matrik transisi, ingat kembali, bahwa jika P matrik
transisi dari basis B’ ke basis B, sehingga P~! adalah matrik transisi dari B ke B’,
maka diperoleh hubungan:
Plr]p = [7]p

dan
P7HT (2)] 5 = [T ()]
Dari keempat hubungan di atas, didapat rangkaian persamaan matrik berikut:

Tp [# g = PHT (@)]p = P T2l = P [T]p Pli]p

Karena persamaan matrik di atas berlaku untuk V# € V', maka didapatlah hubun-
gan:

[T = P [Tz P
Sehingga didapat kesimpulan bahwa vektor-vektor eigen yang membentuk kolom-
kolom matrik P adalah koordinat vektor-vektor pada basis baru B’ terhadap basis
lama B, yaitu basis baku.

Jadi, langkah-langkah untuk mencari basis baru yang membuat matrik penyajian
berbentuk diagonal adalah:
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1. Bentuklah matrik penyajian terhadap basis baku
2. Tentukan nilai eigen dari matrik penyajian terhadap basis baku
3. Tentukan vektor eigen dari matrik penyajian terhadap basis baku

4. Matrik penyajian T terhadap basis baru adalah matrik diagonal yang entry-
entry pada diagonal utama adalah nilai eigennya

5. Basis baru adalah himpunan vektor-vektor eigen yang dinyatakan sebagai kom-
binasi linier terhadap basis baku

Contoh 6 Diberikan operator linier berikut:
T (ao +a1x + a2$2) = (2ap + ay) + (2a; — 3az) x + (—2a; + ap) 2*
a. Tentukan matrik penyajian T yang berbentuk matrik diagonal

b. Tentukan basis P, yang mempunyai matrik penyajian berbentuk matrik diago-
nal, namakan B’.

c. Tentukan [T ()| dengan menggunakan matrik penyagian yang diagonal, jika
7=2—3x + x*

d. Dengan menggunakan hasil pada c., tentukan T (q)

Jawab:

a. Dari jawab sebelumnya telah didapat, matrik penyajian T terhadap basis baku

B, adalah:
2 1 0
Tz=10 2 =3
0 -2 1
Sehingga nilai-nilai eigennya adalah: {\ = —1, Ay = 2, A3 = 4}.
Jadi,
-1 0 0
Tg = 0 20
0 0 4
b. Koordinat vektor-vektor pada basis B’ terhadap basis baku adalah: [U1]5 =
-1 1 -3
3 ’ [UQ]B =10 ) [63]B = —6
3 0 4

Sehingga basis B’ = {v} = —1 + 3z + 322,70, = 1,03 = —3 — 6 + 422}
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c. Koordinat ¢ terhadap basis B’ adalah:

albo QO ot
[ |

Sehingga

T() g = [T)p [dg = {

oo Oy ol

|

d. T(q) =% (—1+3z+32%) 4+ 6.1+ 5(=3— 62+ 42?) =1— 9z + 7z?
Latihan:

1. Diberikan transformasi linier T:R® — R? dengan peta dari vektor-vektor pada
basis R? diketahui sebagai berikut:

1 1 1
T 0 :l??],T 1 :[23_51,T 1 :[ill
0 0 1
Tentukan:

[ 2

a. T 0
| —3
-

b. T T2
L L3

2. Diberikan transformasi linier T:P; — R3 dengan peta dari vektor-vektor pada
basis diketahui sebagai berikut:

~1 3
T(l4+z)=|1 |,T(Bx)=]5
1 -3

Tentukan:

a. T(2 — 4z)
b. T (ap + ayx)

3. Tentukan matrik baku dari transformasi linier berikut:
21‘1 + X9 — 3933
71 1+ 30+
a. T = 1 2 3

2 —2x1 + 373
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[ 221 + 29
bT([ T ]): $1+3$2
T —2ZL‘1
L 219
T i 21’1 + To — 31‘3 + x4
To 3x1 + 320 + 3
c. T =
T3 —2x1 + 29 + 313 + 24
Ta | 21+ 229 — 313 + 224

4. Diberikan transformasi linier T:R? — R?® yang dinyatakan sebagai berikut:
. 221 + 29
Ty — X2

Tentukan matrik penyajian T terhadap basis baku R?, namakan B, dan basis
baku R?, namakan B’.

5. Diberikan transformasi linier T:R? — P, yang dinyatakan sebagai berikut:
T _ 2
T([ D—3x1+(x1+x2)x+(3x1—2x2)x

Tentukan matrik penyajian T terhadap basis baku R?, namakan B, dan basis
baku P, namakan B’.
6. Diberikan transformasi linier T:R? — Ms, yang dinyatakan sebagai berikut:
T 1 . T+ X9 T+ 21’2
T | 2z + e 271 + 229
Tentukan matrik penyajian T terhadap basis baku R?, namakan B, dan basis

baku Mss, namakan B’.

7. Diberikan operator linier T:R?* — R? yang dinyatakan sebagai berikut:
r([n])- o)
To r1 + 214
Tentukan matrik penyajian T terhadap basis baku R?, namakan B.
8. Diberikan operator linier T: P, — P, yang dinyatakan sebagai berikut:
T (ao + a1z + ang) = (a; — ag) + (ag — ag)  + (ag + a; — ay) x*
Tentukan matrik penyajian T terhadap basis P, yaitu

B={p=1p=1+zp=1+az+a’}
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9. Diberikan matrik penyajian T terhadap basis

1 1 1
B:{Ul— 0 ,_»2: 0 7’173: 1 }
0 -1
dan
B/:{ﬁlzl, _'2:1—.23,25’3:1—1’4-1'2}
2 -1 -3
Tlpp=|3 2 1
0 1 0
2
Jika @ = | —3 |, dengan menggunakan rumus yang dibahas pada sub bab ini,
0
tentukan:
(a) [T (a@)]p
(b) T'(4)
10. Diberikan matrik penyajian T: P, — R3? terhadap basis B dan B’ sebagai
berikut:
21 3
Tlpp=| -2 1 2
1 0 =2

B={p=1+xzp=x+a%ps =1+ 3z +32%}

1 1 2
B={th=| 0|, t=]|1|,055=]3]|}
—1 0 2

Tentukan:

a. koordinat-koordinat: [T (p1)]g , [T (52)]5 » [T (P3)] 5
b. peta-peta: T'(p1), T (p2) , T (P3)
c. rumus umum transformasi linier T (ag + a7 + ax?)

d. peta dari: T' (=3 + 2z — z?)

11. Diberikan matrik penyajian T: R?> — R* terhadap basis B dan B’ sebagai
berikut:

[T]B,B’ =

o w o
|

N = N O

_w o o
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1 1 1
B={# = =1, m=1]
0 0 1
1 1 1 1
. 0 . 1 . 1 . 1
B,:{ul_ 0 y U2 = 0 y U3 = 1 , Uy = 1 }
0 0 0 1

12. Misalkan 1" : M9y — My diberikan oleh:

r(% )=l

Tentukan nilai-nilai eigen matrik penyajian T terhadap basis baku

o @

Tentukan vektor-vektor eigen matrik penyajian T terhadap basis baku

Tentukan matrik penyajian T yang berbentuk matrik diagonal

& 0

Tentukan basis yang menyebabkan matrik penyajian T berbentuk matrik
diagonal

13. Tentukan matrik penyajian yang sederhana dan juga basis yang memben-
tuknya dari operator linier di bawah ini:

1 21’1 + o + 2%3
T ) = —T9 + 3ZE3
I3 To + X3

14. Tentukan matrik penyajian yang sederhana dan juga basis yang memben-
tuknya dari operator linier di bawah ini:

T (ag + a1x + asx?®) = (4ag + 2a1 + 2as) + (2a9 + 4ay + 2as) v+
+ (2ag + 2a; + 4ay) 22
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15. Tentukan matrik penyajian yang sederhana dan juga basis yang memben-
tuknya dari operator linier di bawah ini:

T aip a2 _ a1 + ae a1 + as
a1 Qo 3ag1 + 2a2  2az; + 3ag
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